
第 17 章

微分方程 (Differential Equations)

目錄

17.1 微分方程概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174

17.2 一階微分方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175

17.3 二階微分方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175

17.4 常係數線性微分方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177

17.5 非線性微分方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178

17.1 微分方程概念 (Differential Equations)

定義 17.1.1. (1) 一個微分方程若只牽涉到一個變數的微分, 則稱為常微分方程 (ordinary differ-
ential equation)。

(2) 若一個微分方程牽涉到多變數之未知函數的偏微分, 則稱為偏微分方程 (partial differential
equation)。

(3) 在微方中所出現之導數階數之最高者稱為此微方之階數 (order)。

(4) 形如 an(x)y(n)(x) + an−1(x)y(n−1)(x) + · · ·+ a1(x)y′(x) + a0(x)y(x) = f(x) 之微方稱為

n 階線性 微方 (linear differential equation)。

(5) 上式中的 f(x) 稱為非齊次項 (nonhomogeneous term); 若 f(x) = 0, 則稱此微方為齊次微

方 (homogeneous differential equation)。

定理 17.1.2. 若 y1 及 y2 是一齊次線性微分方程 an(x)y(n)(x) + an−1(x)y(n−1)(x) + · · · +
a1(x)y′(x) + a0(x)y(x) = 0 之解, c1 及 c2 是任意兩常數, 則線性組合 c1y1 + c2y2 仍為其解。

定理 17.1.3. 若 y1 是一齊次線性微分方程 an(x)y(n)(x)+an−1(x)y(n−1)(x)+· · ·+a1(x)y′(x)+
a0(x)y(x) = 0 之解, 若 y2 是非齊次線性微分方程 an(x)y(n)(x) + an−1(x)y(n−1)(x) + · · · +
a1(x)y′(x) + a0(x)y(x) = f(x) 之解, 則 y1 + y2 是該非齊次線性微分方程之解。

例 17.1.4. (a) 驗證 y = sin 2x 及 y = cos 2x 滿足微方 y′′ + 4y = 0 。

(b) 求其中一解 y(x) 使其滿足起始條件 y(0) = 2 及 y′(0) = −4 。
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第 17 章 微分方程 17.2 一階微分方程

17.2 一階微分方程 (First Order Differential Equations)

註 17.2.1. (1) 最簡單的微方是可離微方其解法介紹於第7 章 。

(2) 一階線性微分方程 dy
dx

+ p(x)y = q(x), 其解法亦介紹於第 7 章 。

一階齊次微方

註 17.2.2. 形如 dy
dx

= f( y
x
) 之微方, 稱為一階齊次微方 (first-order homogeneous equation) 。

[解法: 令 y = xv(x) 。]

例 17.2.3. 解微方
dy
dx

= x2+xy
xy+y2 。

正合微方

定義 17.2.4. (1) 若M(x, y)dx+N(x, y)dy 是一個函數的 φ(x, y) 的微分 : dφ(x, y) = M(x, y)dx+

N(x, y)dy, 則微方
dy
dx

= −M(x,y)
N(x,y)

稱為正合微方 (exact differential equations) 。

(2) φ 稱為此微方的積分函數 (integral function) 。

(3) φ(x, y) = C 稱為此微方的解曲線 (solution curvs) 。

例 17.2.5. 驗證微方 (2x + sin y − ye−x)dx + (x cos y + cos y + e−x)dy = 0 是正合, 並求其解

曲線 。

積分因子

定義 17.2.6. Mdx + Ndy = 0 可能乘上函數 µ(x, y) 使其成為正合, 則 µ(x, y) 稱為積分因子

(integration factor)。

[註]

(1) 積分因子 µ(x, y) 滿足: M(x, y)∂µ
∂y

− N(x, y)∂µ
∂x

= µ(x, y)
(

∂N
∂x

− ∂M
∂y

)
。

(2) 若積分因子 µ(x) 只與 x 有關, 則其滿足: N(x, y)dµ
dx

= µ(x)
(

∂M
∂y

− ∂N
∂x

)
。

例 17.2.7. (a) 證明 (x + y2)dx + xydy = 0 有只與 x 有關的積分因子。

(b) 求此積分因子 。

(c) 解此微方 。

17.3 二階微分方程 (Second Order Differential Equations)

可化約為一階之微方

註 17.3.1. (1) 一般二階微方形如 F
(

d2y
dx2 ,

dy
dx

, y, x
)

= 0 。

(2) 若二階微方形如 F
(

d2y
dx2 ,

dy
dx

, x
)

= 0, 則可作變換 v = dy
dx

使其呈 F
(

dv
dx

, v, x
)

= 0 的形式。
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第 17 章 微分方程 17.3 二階微分方程

(3) 若二階微方形如 F
(

d2y
dx2 ,

dy
dx

, y
)

= 0, 則可作變換 v = dy
dx

使其呈 F
(
v dv

dy
, v, y

)
= 0 的形式 。

例 17.3.2. (1) 解微方
d2y
dx2 = x

(
dy
dx

)2
, y(0) = 1, y′(0) = −2 。

(2) 解微方 y d2y
dx2 =

(
dy
dx

)2
。

二階線性微方

定義 17.3.3. (1) 形如 a2(x) d2y
dx2 + a1(x) dy

dx
+ a0(x)y = f (x) 之微分方程稱為二階線性微分方

程 (second-order linear differential equation), 其中要求 a2(x)、 a1(x) 和 a0(x) 均為連

續函數。

(2) 若 f (x) ≡ 0, 則此微分方程稱為齊次(homogeneous)。

定理 17.3.4. 若 y1 及 y2 是一齊次線性微分方程 a2(x) d2y
dx2 + a1(x) dy

dx
+ a0(x)y = 0 之解, c1 及

c2 是任意兩常數, 則線性組合 c1y1 + c2y2 仍為其解。

定義 17.3.5. 若兩函數 y1 及 y2, 任一個均不為另一個函數之常數倍, 則稱他們是線性獨立的 (lin-
early independent)。

定理 17.3.6. 若 y1 及 y2 為齊次線性微分方程 a2(x) d2y
dx2 + a1(x) dy

dx
+ a0(x)y = 0 之解, 且它們

是線性獨立的, 則此微分方程之通解 (general solutions) 為 y = c1y1 (x) + c2y2 (x)。

定理 17.3.7. 考慮二階常係數齊次線性微分方程 ay′′+by′+cy = 0, a 6= 0 , 方程式 ar2+br+c =
0 稱為其特徵方程式或 輔助方程(characteristic equation or auxiliary equation)。

(1) 若 b2 − 4ac > 0, r1 及 r2 為特徵方程之兩相異實根, 則微方的通解為 y = c1e
r1x + c2e

r2x。

(2) 若 b2 − 4ac = 0, r 為特徵方程之根, 則微方的通解為 y = c1e
rx + c2xerx。

(3) 若 b2 − 4ac < 0, r1 = α + iβ 及 r2 = α − iβ 為特徵方程之複數根, 則微方的通解為

y = eαx (c1 cos βx + c2 sin βx)。

例 17.3.8. (a) 證明 y1 = e−2x 是微方 y′′ + 4y′ + 4y = 0 的一解。

(b) 求此微方的通解。

例 17.3.9. 解以下微方:

(1) y′′ + y′ − 6y = 0,

(2) 4y′′ + 12y′ + 9y = 0,

(3) y′′ − 6y′ + 13y = 0 。
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第 17 章 微分方程 17.4 常係數線性微分方程

17.4 常係數線性微分方程 (Linear Differential Equations with Con-

stant Coefficients)

常係數線性微分方程

定義 17.4.1. (1) 形如 any
(n)(x)+an−1y

(n−1)(x)+ · · ·+a1y
′(x)+a0y(x) = f(x), ai ∈ R, 之

微方稱為 n 階常係數線性微方 (linear differential equation with constant coefficients)。

(2) anr
n + an−1r

n−1 + · · · + a1rx + a0 = 0 稱為該微方的輔助方程式 (auxiliary equation)。

定理 17.4.2. 前述常係數線性微方之通解可以表為 y = C1y1(x) + C2y2(x) + · · ·+ Ckyk(x), 其

中 y1, y2, . . . , yk 是 k 個獨立的特解, C1, C2, . . . , Ck 為任意常數。 特解可由下列方式得到:

(a) 若 r1 是輔助方程的一個 k-重實根, 則 er1t, ter1t, t2er1t, . . . , tk−1er1t 是 k 個獨立的 特解。

(b) 若 r2 = a + bi, r3 = a − bi 是輔助方程的 k-重共軛複數根, 則 eat cos bt, teat cos bt, . . . ,
tk−1eat cos bt, eat sin bt, teat sin bt, . . . , tk−1eat sin bt 是 2k 個獨立的特解。

例 17.4.3. 解以下微方:

(1) y(4) − 16y = 0,

(2) y(5) − 2y(4) + y(3) = 0 。

例 17.4.4. 一個常係數線性齊次微方的輔助方程是 (r + 4)3(r2 + 4r + 13)2 = 0, 則此微方的階數

及通解為何?

Euler 微分方程

定義 17.4.5. 形如 ax2 d2y
dx2 + bx dy

dx
+ cy = 0 之微分方程稱為Euler 微分方程 。

定理 17.4.6. Euler 微分方程之解法如下: 令 y = xr, 其輔助方程式為 ar2 + (b − a)r + c = 0,

(a) 若 (b − a)2 ≥ 4ac, 其輔助方程式之根為 r1, r2, 則通解為 y = C1|x|r1 + C2|x|r2 。

(b) 若 (b − a)2 = 4ac, 其輔助方程式之根為 r, 則通解為 y = C1|x|r + C2|x|r ln |x| 。

(c) 若 (b − a)2 < 4ac, 其輔助方程式之根為 α ± βi, 則通解為 y = C1|x|α cos(β ln |x|) +
C2|x|α sin(β ln |x|) 。

例 17.4.7. 解以下微方:

(1) 2x2y′′ − xy′ − 2y = 0, y(1) = 5, y′(1) = 0 ,

(2) x2y′′ − 3xy′ + 13y = 0 。
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17.5 非齊次線性微分方程 (Nonhomogeneous Linear Differential Equa-

tions)

定理 17.5.1. 考慮微分方程 ay′′ + by′ + cy = G (x), 其特解 (particular solution) 為 yp (x)。
微分方程 ay′′ + by′ + cy = 0 稱為 complementary 方程, 其通解為 yc (x)。 則原微分方程之通解

為 y (x) = yp (x) + yc (x)。

未定係數法 (Method of indetermined coefficients)

註 17.5.2. 考慮 a2(x)y′′ + a1(x)y′ + a0(x)y = f(x)。 令 yp(x) 為其特解。 令

An(x) =a0 + a1x + a2x
2 + · · · + anx

n,

Bn(x) =b0 + b1x + b2x
2 + · · · + bnx

n,

Pn(x) =p0 + p1x + p2x
2 + · · · + pnx

n 。

要求 yp(x) 可根據下列規則

(a) 若 f(x) = Pn(x), 則嘗試 yp(x) = xmAn(x);

(b) 若 f(x) = Pn(x)erx, 則嘗試 yp(x) = xmAn(x)erx;

(c) 若 f(x) = Pn(x)erx sin(kx), 則嘗試 yp(x) = xmerx[An(x) cos(kx) + Bn(x) sin(kx);

(d) 若 f(x) = Pn(x)erx cos(kx), 則嘗試 yp(x) = xmerx[An(x) cos(kx) + Bn(x) sin(kx),

其中 m = 0, 1 或 2 的最小整數, 使得 yp(x) 中不含所對應齊次方程之通解 。

例 17.5.3. 解以下微方:

(1) y′′ + 4y = sin x,

(2) y′′ + 4y = sin(2x),

(3) y′′ + 4y = sin x + sin(2x)。

例 17.5.4. 解以下微方:

(1) y′′ + y′ − 2y = 4x2,

(2) y′′ + 4y = e3x,

(3) y′′ + y′ − 2y = sin x,

(4) y′′ + 2y′ + 4y = x cos 3x,

(5) y′′ − 4y = xex + cos 2x,

(6) y′′ − 4y′ + 13y = e2x cos 3x 。

參數變動法 (Method of variation of parameters)

註 17.5.5. 考慮 a2(x)y′′ + a1(x)y′ + a0(x)y = f(x)。 所對應齊次方程之通解為 y = c1y1 (x) +
c2y2 (x) 。 我們假設原方程的之特解為 yp (x) = u1 (x) y1 (x) + u2 (x) y2 (x)。
在假設 u′

1y1 + u′
2y2 = 0 之下, 我們可得 a2(x) (u′

1y
′
1 + u′

2y
′
2) = f(x)。 由此可解 u′

1, u
′
2, 因此得

u1(x) 及 u2(x)。

例 17.5.6. 解微方 y′′ + y = tan x 之通解。

例 17.5.7. 解 y′′ − 2y′ + y = e2x 。
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