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二重積分 Fubini 定理 二重積分的極座標形式 二重積分之變數變換

二重積分

敘述：

研究雙變數函數積分的動機之一是計算體積，例：z = f (x, y) 函
數曲面下的體積。雙變數函數的積分稱為二重積分。x-y
平面上的積分範圍 Ω 稱為積分的區域。
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二重積分 Fubini 定理 二重積分的極座標形式 二重積分之變數變換

二重積分：矩形區域

(i)先討論積分區域 Ω：[a, b]× [c, d]

其二重積分公式如下：∫ ∫
Ω

f (x, y) dA =

∫ d

c

(∫ b

a
f (x, y) dx

)
dy (先橫加再縱加)

=

∫ b

a

(∫ d

c
f (x, y) dy

)
dx (先縱加再橫加)
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二重積分 Fubini 定理 二重積分的極座標形式 二重積分之變數變換

二重積分：矩形區域-例子
例：

∫ ∫
Ω
(x2 + xy) dA, Ω = [0, 1]× [−1, 2]

(1)先橫加再縱加：∫ ∫
Ω
(x2 + xy) dA =

∫ 2

−1

(∫ 1

0
(x2 + xy) dx

)
dy

=

∫ 2

−1

((
x3
3

+
y
2

x2
)∣∣∣∣1

0

)
dy

=

∫ 2

−1

(
1

3
+

y
2

)
dy =

(
y
3
+

y2
4

∣∣∣∣2
−1

)

=
7

4
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二重積分：矩形區域–例子
(2)先縱加再橫加：∫ ∫

Ω
(x2 + xy) dA =

∫ 1

0

(∫ 2

−1
(x2 + xy) dy

)
dx

=

∫ 1

0

((
x2y + xy2

2

)∣∣∣∣2
−1

)
dx

=

∫ 1

0

(
3x2 + 3

2
x
)

dx =

(
x3 + 3

4
x2
∣∣∣∣1
0

)

=
7

4
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二重積分：一般區域

(ii)一般的區域

把區域 Ω 用區間切割。

說明：

將區域最左邊的 x 值令為 a、最右邊的 x 值令為 b，最下邊的 y
值令為 c、最上邊的 y 值令為 d。
分割：將 [a, b] 切割成 N 段，將 [c, d] 切割成 M 段。
得：

x0 = a < x1 < x2 < · · · < xN−1 < xN = b，∆x = xi − xi−1 =
b−a

N

y0 = c < y1 < y2 < · · · < yM−1 < yM = d，∆y = yj − yj−1 =
d−c
M

任取 ξi ∈ [xi−1, xi], ηj ∈ [yj−1, yj]，(ξi, ηj) 是區域 Ωi,j 中的一點。
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二重積分：一般區域

分割如下圖所示。

所以每個灰色區域加總得到

M,N∑
i,j=1

Ωi,j⊂Ω

f (ξi, ηj) · ∆ x∆ y
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二重積分：一般區域

切割越切越細，即 N → ∞, M → ∞

M,N∑
i,j=1

Ωi,j⊂Ω

f (ξi, ηj) · ∆ x∆ y →
∫ ∫

Ω
f (x, y) dA
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二重積分

性質：

(1)
∫ ∫

Ω α f (x, y) dA = α
∫ ∫

Ω f (x, y) dA

(2)
∫ ∫

Ω (f (x, y) + g (x, y)) dA =
∫ ∫

Ω f (x, y) dA +
∫ ∫

Ω g (x, y) dA

(3)若 f (x, y) ≥ 0,
∫ ∫

Ω f (x, y) dA ≥ 0

(4)若 Ω 是兩個區域 Ω1, Ω2 不重疊的聯集，即 Ω = Ω1 ∪ Ω2，

如下圖，則∫ ∫
Ω

f (x, y) dA =

∫ ∫
Ω1

f (x, y) dA +

∫ ∫
Ω2

f (x, y) dA

10 / 30
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定理：(Fubini 定理)

(1)若區域 Ω: a ≤ x ≤ b, g (x) ≤ y ≤ h (x)，則∫ ∫
Ω

f (x, y) dA =

∫ b

a

(∫ h (x)

g (x)
f (x, y) dy

)
dx

(2)若區域 Ω: c ≤ y ≤ d, k (y) ≤ x ≤ l (y)，則∫ ∫
Ω

f (x, y) dA =

∫ d

c

(∫ l (y)

k (y)
f (x, y) dx

)
dy

12 / 30
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二重積分 Fubini 定理 二重積分的極座標形式 二重積分之變數變換

Fubini 定理應用 (1)

例 1：
∫ ∫

Ω
xy2 dA, Ω: y = x, x = 1, x-軸圍成的區域。

區域圖形如下圖所示。

區域可表示為

{0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x} 或 {0 ≤ y ≤ 1, y ≤ x ≤ 1}

13 / 30
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二重積分 Fubini 定理 二重積分的極座標形式 二重積分之變數變換

Fubini 定理應用 (1)
解 (1)∫ ∫

Ω
xy2 dA =

∫ 1

0

(∫ x

0
xy2 dy

)
dx =

∫ 1

0
x ·
(

y3
3

∣∣∣x
0

)
dx

=

∫ 1

0

x4
3

dx =
1

15
(x5
∣∣∣1
0
) =

1

15

解 (2)∫ ∫
Ω

xy2 dA =

∫ 1

0

(∫ 1

y
xy2 dx

)
dy =

∫ 1

0
y2 ·

(
x2
2

∣∣∣1
y

)
dy

=

∫ 1

0
y2
(
1

2
− y2

2

)
dx =

(
y3
6

− y5
10

) ∣∣∣1
0
=

1

6
− 1

10
=

1

15
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Fubini 定理應用 (2)

例 2：
∫ ∫

Ω
sin x2 dA, Ω: y = x, x = 1, x-軸圍成的區域。

∫ ∫
Ω

sin x2 dA =

∫ 1

0

(∫ 1

y
sin x2 dx

)
dy

∫ 1
y sin x2 dx 此積分算不出來，因為函數 y = sin x2 無反導函數。

但是用另外一個區域表示積分，可以計算出來。∫ ∫
Ω

sin x2 dA =

∫ 1

0

(∫ x

0
sin x2 dy

)
dx

=

∫ 1

0
sin x2 · x dx =

(
− cos x2

2

) ∣∣∣1
0
=

1

2
− cos 1

2

15 / 30
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極座標

極座標說明：

極座標與高中學到的複數極式，基本上是相同的座標約定，把原

點稱為極點，x-軸的正向當作極軸的方向。如下圖要標定 P 點的
極座標，由極軸出發測量 OP 與極軸的夾角 θ，在測量極點與 P
點的距離 r，則數對 [r, θ] 就是 P 點的極座標。

17 / 30
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極座標

極座標關係式：

(A)
{

x = r cos θ
y = r sin θ

(B)
{

r2 = x2 + y2

tan θ = y
x

18 / 30



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

二重積分 Fubini 定理 二重積分的極座標形式 二重積分之變數變換

雙變數函數的極座標表示

例： f (x, y) = x2 + y2

說明：

設點 (x, y) 有極座標 [r, θ]，利用極座標轉換式 (A) 得

x2 + y2 = (r cos θ)2 + (r sin θ)2 = r2

因此，f (x, y) 如果用極座標來表示，變成 f [r, θ]
注意：

定義符號 f [r, θ]，表示從極座標觀點的函數關係式，它與 f (x, y)
的關係是

f [r, θ] = f (r cos θ, r sin θ)

19 / 30
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以極座標表示的曲線

極座標定義的曲線 r = f (θ)

(a) r = cos θ (b) r = 1− cos θ

(c) r = sin 2θ

20 / 30
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極座標區域

(1) 0 < a ≤ r ≤ b, α ≤ θ ≤ β，圖形如下。

(2) 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π，圖形如下。

21 / 30



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

二重積分 Fubini 定理 二重積分的極座標形式 二重積分之變數變換

極座標二重積分

由前面二重積分了解到∫ ∫
Ω

f (x, y) dA ≈
M,N∑
i,j=1

Ωi,j⊂Ω

f (ξi, ηj) · ∆ x∆ y

雙變函數改以極座標表示∫ ∫
Ω

f (x, y) dA ≈
M,N∑
i,j=1

Ωi,j⊂Ω

f [ρi, ϕ] · A (Ωi,j)

22 / 30
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極座標二重積分
如下圖，每一小塊分割面積 A (Ωi,j)，以極座標表示如下。

A (Ωo,j) =
1

2
ri

2 (θj − θj−1)−
1

2
ri−1

2 (θj − θj−1)

≈ ri−1 · (∆r∆θ)

因此，二重積分用極座標變數轉換，積分表示如下。∫ ∫
Ω

f (x, y) dA =

∫ ∫
f [r, θ]r dr dθ

23 / 30
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極座標二重積分

例 1： 求心型線 r = 1− cos θ 的內部面積。
說明：

心型線內部用極座標描述得

{Ω: 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ 1− cos θ}∫ ∫
Ω
1 dA =

∫ 2π

0

∫ 1−cos θ

0
r dr dθ

=

∫ 2π

0

(1− cos θ)2
2

dθ

=

∫ 2π

0

(
1

2
− cos θ + 1 + cos 2θ

4

)
dθ

=
3

4
· 2π =

3

2
π

24 / 30
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極座標二重積分

例 2：
∫ ∫

Ω
e−(x2+y2) dA, Ω: x2 + y2 ≤ R2

說明：

若先用直角坐標計算，會發現不論積分順序，都受困於∫
e−x2 dx 而失敗。利用極座標，Ω: 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ R，則

∫ ∫
Ω

e−(x2+y2) dA =

∫ 2π

0

(∫ R

0
e−r2 r dr

)
dθ

= 2π ·

(
−e−r2

2

)∣∣∣∣R
0

= 2π

(
1

2
− e−R2

2

)

= π
(
1− e−R2

)
25 / 30
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Outline

二重積分

Fubini 定理

二重積分的極座標形式

二重積分之變數變換
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二重積分之變數變換

定義：(Jacobian)

若 x = x (u, v), y = y (u, v)，定義 Jacobian 函數為

J (u, v) =
∣∣∣∣∣

∂ x
∂ u

∂ y
∂ u

∂ x
∂ v

∂ y
∂ v

∣∣∣∣∣
定理：(雙變數變換變數)

若 F : Σ → Ω 是從 uv -平面到 xy -平面的座標變換，且
F (u, v) = (x (u, v), y (u, v))。如果 J (u, v) 在 Σ 中不等於 0，則∫ ∫

Ω
f (x, y) dA =

∫ ∫
Σ

f (x (u, v), y (u, v)) ·
∣∣∣J (u, v)∣∣∣ du dv
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二重積分之變數變換-例題

例： 計算

∫ 1

0

∫ 1−x

0

√
x + y (y − x)2 dy dx

說明：

(1)令
{

u = x + y
v = y − x

⇒

{
x = u−v

2

y = u+v
2

原來的
√x + y (y − x)2 現在化成簡單的 u 1

2 v 2。

(2)原來的積分區域 Ω 為：0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1− x。
如下頁左圖被 x = 0, y = 0, x + y = 1 圍成的區域。

所以 Σ 就是 u−v
2 = 0, u+v

2 = 0,
(u−v

2

)
+
(u+v

2

)
= 1 所圍成的區

域。即：u = v, u = −v, u = 1 圍成的區域 (下頁右圖)。
簡化成 0 ≤ u ≤ 1, −u ≤ v ≤ u。

28 / 30
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二重積分之變數變換-例題

(3)計算 Jacobian 函數。

J (u, v) =
∣∣∣∣∣

∂ x
∂u

∂ y
∂u

∂ x
∂v

∂ y
∂v

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

1
2

1
2

−1
2

1
2

∣∣∣∣∣
=

1

4
+

1

4
=

1

2
恆不為 0。
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二重積分之變數變換-例題

所以積分計算如下∫ 1

0

∫ 1−x

0

√
x + y (y − x)2 dy dx

=

∫ 1

0

∫ u

−u

√
uv 2 · 1

2
dv du =

1

6

∫ 1

0

√
u(v 3)

∣∣∣u
−u

du

=
1

3

∫ 1

0
u 7

2 du =
2

27

(
u 9

2

∣∣∣1
0

)
=

2

27
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