
Chapter 5

Rn 中的 Topology

5.1 Compact 概念的誕生

上一章裏，我們打通了微積分的督脈，積分的存在問題得到了解決。

督脈之通，出現了影響近代數學既深且遠的定理－ Heine Borel 定理：

若 [a, b] 被一族開區間 F 所覆蓋，則 [a, b] 可被 F 中有窮個開區間所覆蓋。

這就是近代數學 Compact 概念的由來。
Compact 有什麼好？
好處多矣！無窮化有窮，有窮則可「從心所欲，不踰矩」。

什麼叫不踰矩？在一堆正數中想取最大值，最大值就來；想取最小值，最小值即得。最大值

< ∞，最小值 > 0，叫不踰矩。你說：無窮集我也可以隨心所欲，取 inf，取 sup。不過你要
知道，你的 inf 可能是 0，sup 可能是無窮大，踰矩矣！
不踰矩，就可以幫助我們處理許多問題。孔子讚美管仲說：微管仲，吾其披髮左衽矣！借用

孔子的話：微 compact，近代數學，其當機矣！
沒有管仲，只不過被髮左衽，還能吃飯睡覺。沒有 compact，則近代數學要當機，不能運轉
了，可見其重要性。

我這樣子形容 compact，同學們不要以為誇張，請你們一定要相信它的重要性，用心體會，
吸收消化，將來才能乘雲霧，駕輕舟，遊走於數學的天地裡，了無障礙。屈原在離騷中這樣

描述：

「飲余馬於咸池兮，總余轡乎扶桑；折若木以拂日兮，聊逍遙以相羊。」

道理通了，天地任我遨遊，何等開心之事。

5.2 Topology

原住民有豐年祭，男女老少手牽手圍著薪火，呼喚祭禮，唱歌跳舞，盡管圈子忽大忽小，時

扁時圓，但是彼此的相關位置不變，鄰居還是鄰居。
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麵包師傅把麵粉和水搓揉成一團待酵的麵糰，把它放到碗裡，它就是碗形，放入方形容器裡

它就是方形，放入柱形容器裡它又近於柱形；形狀雖變了，但麵粉之間相關位置並沒改變，

鄰居還是鄰居。

你把那麵糰表面塗上不同顏色，覆蓋整個麵糰，隨意放置，麵團因勢變形，那著色的區塊也

跟著變形，但彼此相關位置不變，仍然覆蓋那麵團表面。

所謂 Topology，就是在探討相鄰關係不變下，物件的內蘊性質。Topology 一詞，中文譯作拓
樸學，是音譯，日文譯作位相學，是意譯，翻譯得很傳神。

例如立方體上，頂點數 -邊數 + 面數 = 2，一切多面體皆具此性質，稱為 Euler 特徵數。在
Topology 的眼光下，球和這些多面體無異，因此球的 Euler 特徵數是 2。輪胎和立方體上下
貫空一方柱無異，它的 Euler 特徵數是 0。馬克杯也和輪胎體無異，它們的 Euler 特徵數都
是 0。

有人頭上有兩個髮漩。民間普遍有一種說法：這樣的人脾氣壞。數學家說，每個人身上的毛

髮場至少有兩個漩，只不過它剛好出現在頭上，人因毛少，又穿衣服，不易觀察，如果你家

裡有短毛犬，或你有機會接近牛或馬，你就可以觀察到他們身上有好多的漩。脾氣壞與旋的

多寡、位置有沒有直接關係？數學家持保留態度。

動物身上的毛髮場可看成球面的向量場，漩就是那向量迷失之處。輪胎上的向量場可以無

漩，這就是它們拓墣性質不同之處。球面上的連續向量場至少有兩個漩。

5.3 Rn 中的 open set

Topology 的要點既然在鄰域關係，什麼是鄰域？簡單說，不孤立，盡管形狀變了，你的附近
總是環繞著你熟識的人，這些伴你而居的人就是你的鄰域。

什麼是附近？Rn 中因有歐氏測距，「附近」也就不難定義了。

Definition 5.3.1 　 x ∈ Rn, r > 0，定義

Br(x) := {y|y ∈ Rn, |y − x| < r} (1)

稱為以 x 為心，半徑 r 的開球（open ball）；

Cr(x) := {y|y ∈ Rn, |y − x| ≤ r} (2)

稱為以 x 為心，半徑 r 的閉球（closed ball）。
其中 |y − x| = (

∑n
i=1 |yi − xi|2)1/2,x = (x1, x2, · · · xn),y = (y1, y2, · · · yn)，表 x,y 兩點的歐氏

距離。

Definition 5.3.2 　 V ⊂ Rn 稱為開集（open set），若且為若對任意 x ∈ V 恆存在 r > 0 使

Br(x) ⊂ V。



例： ∅ 為開集，Rn 為開集。(0, 1),(−∞, 0),(1,∞) 均為 R 中的開集。Br(x),r > 0 為 Rn 中的

開集。

Definition 5.3.3 　 F ⊂ Rn 為閉集（closed set）若且為若 F c 為開集。

例： ∅ 為閉集，Rn 為閉集。[0, 1],(−∞, 0],[1,∞) 均為 R 中的閉集。Cr(x),r > 0 為 Rn 中的

閉集。Cantor set 為 R 中的閉集。

閉集與開集具有如下的特性，此特性為用已定義一般點集上 Topology 的基礎。
Theorem 5.3.4

(a) 任意開集的聯集恆為開集。

(b) 有窮個開集的交集恆為開集。

証： (a) 設 {Vλ},λ ∈ Λ 為一族開集，A =
∪

λ∈Λ Vλ。

x ∈ A ⇒ ∃λ ∈ Λ 使 x ∈ Vλ

Vλ 為 open ⇒ ∃r > 0 使 Br(x) ⊂ Vλ ⊂ A

∴ A 為 open �

(b) 設 V1, V2, · · ·Vn 為 open，B =
∩n

i=1 Vi。

x ∈ B ⇒ x ∈ Vi ∀i
Vi open ⇒ ∃ri > 0 使 Bri(x) ⊂ Vi

取 r = min{r1, r2, · · · rn}，則 Br(x) ⊂ Bri(x) ⊂ Vi ∀i = 1, 2, · · ·n
⇒ Br(x) ⊂

∩n
i=1 Vi = B

∴ B 為 open �

對定理 5.3.4 中的開集取補集，我們馬上得到：
Theorem 5.3.4

(a) 任意閉集的交集恆為閉集。

(b) 有窮個閉集的聯集恆為閉集。

Remark:

(i) 無窮開集的交集未必為開集，例如 In = (− 1
n
, 1
n
)為開集 ∀n = 1, 2, · · ·，但

∩∞
n=1 In = {0}

非開集。

(ii) 無窮個閉集的聯集未必為閉集，例如 Jn = [ 1
n
, 1− 1

n
] 為閉集，但

∪∞
n=1 Jn = (0, 1) 為開

集。

Definition 5.3.4 　設 A ⊂ Rn，



(a) x ∈ A 稱為 A 的內點（interior point）若 ∃r > 0 使 Br(x) ⊂ A。

(b) A◦ = {x|x為 A 的內點} 稱為 A 的內集（the interior of A）。

例：

A = [0, 1], A◦ = (0, 1)

A = [0, 1] 中的有理點集，A◦ = ∅

A = [0, 1] 中的 Cantor set，A◦ = ∅

Theorem 5.3.3 　 A ⊂ Rn，A◦ 恆為開集。

証： x ∈ A◦，即 x 為 A 的 interior point ⇒ ∃r > 0 使 Br(x) ⊂ A。

∀y ∈ Br(x)，取 δ = 1
2
(r − |y − x|)

則 Bδ(y) ⊂ Br(x) ⊂ A

∴ y 為 A 的 interior point，∀y ∈ Br(x)
⇒ Br(x) ⊂ A◦ ∴ A◦ 為 open �

Definition 5.3.5 　 A ⊂ Rn，x ∈ Rn 稱 A 的 limit point，若 Br(x) ∩ A− {x} ≠ ∅ ∀r > 0。

Remark:

(i) Br(x) ∩ A − {x} ̸= ∅ ∀r > 0。對 r1 = 1，任取 x1 ∈ Br1(x) ∩ A x1 ̸= x。對 r2 =

1
2
|x1 − x| > 1

2
任取 x2 ∈ Br2(x) ∩ A− {x}，則 x2 ̸= x1,x。對 r3 =

1
2
|x2 − x| < 1

22
任取

x3 ∈ Br3(x)∩A−{x}，則 x3 ̸= x1,x2,x。依此類推，以致無窮，得相異點列{xn} ⊂ A，

xn → x 當 n → ∞。

(ii) limit point有的書叫做 accumulation point，有的稱它為 cluster point，我姑稱之為匯聚
點，他是點集的概念，與一般極限的 limit有點差別。例如數列：{xn} = {0, 1, 1, 1 · · · }，
x1 = 0, xn = 1 ∀n > 1，limn→∞ xn = 1。此數列的點集只有兩點 A = {0, 1}，1 非 A 的

limit point。sequence 的 limit 和集合的 limit point 有別，同學宜注意。

整理之：x ∈ Rn 為 A 的 limit point ⇔ ∃{xn} ⊂ A，xi ̸= xj ∀i ̸= j，使 limn→∞ xn = x。

Definition 5.3.6　 x ∈ A稱為A的孤立點（isolated point）若存在 r > 0使Br(x)∩A−{x} =

∅（即 Br(x) ∩ A = {x}）。因此，任何 A 的孤立點都不是 A 的 limit point.

Definition 5.3.7 　設 A ⊂ Rn，

A′ = {x|x ∈ Rn,x為 A 的 limit point} (3)

稱為 A 的 derived set，我姑且稱之為匯聚點集。

Theorem 5.3.7 A ⊂ Rn 為 closed ⇔ A ⊃ A′



証： (⇒) A 為 closed ⇒ Ac 為 open。設 x ∈ A′，即 x 為 A 的 limit point，則 x /∈ Ac

⇒ x ∈ A ∴ A ⊃ A′

(⇐) 欲証 A 為 closed，即証 Ac 為 open。x ∈ Ac，由於 A ⊃ A′，∴ x 非 A 的 limit
point
⇒ ∃δ > 0 使 Bδ(x) ∩ A− {x} = ∅。x /∈ A ∴ Bδ(x) ∩ A = ∅，即 Bδ(x) ⊂ Ac ∴ Ac

為 open。�

Theorem 5.3.8 　 A′ 為閉集 ∀A ⊂ Rn。

証： (i) 若 A′ = ∅ 顯然 A′ 為閉集。

(ii) 若 A′ ̸= ∅，我們想証 A′ ⊃ (A′)′，則依定理 5.3.7，A′ 為 closed。
令 x0 為 A′ 的 limit point，則 Br(x0)∩A′−{x0} ̸= ∅ ∀r > 0。任取 y ∈ Br(x0)∩A′

y ̸= x0. y ∈ A′ ⇒ Bδ(y)∩A−{y} ̸= ∅ ∀δ > 0。取 δ 夠小，使 Bδ(y) ⊂ Br(x0) 且

x0 /∈ Bδ(y)，例如 δ = 1
2

min{|y − x0|, r − |y − x0|}。則 ∃z ∈ Bδ(y) ∩ A z ̸= y,x0

⇒ z ∈ Br(x0) ∩ A− {x0}
故 Br(x0)∩A−{x0} ̸= ∅ ∀r > 0，∴ x0 為 A的 limit point，即 x0 ∈ A′ ∴ A′ ⊃ (A′)′

得証。�

有一句話說：投之以桃，報之以李。y 是桃，z 是李，李是 Br(x0) 所想要的。

例： A1 = {1, 1
2
, 1
3
, · · · } A′ = {0} 0 /∈ A1 ∴ A1 非 closed。

A2 = {(x, y)|0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, x, y為有理數}，A′
2 = [0, 1] × [0, 1] A2 ̸⊃ A′

2 ∴ A2 非

closed。

A3 =自然數集，A′
3 = ∅ A3 ⊃ A′

3 ∴ A3 為 closed。

A4 = {(x, y)|0 ≤ y ≤ 1
x
, x > 0}，點 (0, 1) ∈ A′

4 但 (0, 1) /∈ A4 ∴ A4 非 closed。

Definition5.3.8 　 Ā = A ∪ A′ 稱為 A 的閉包（closure）。
Theorem 5.3.9 　 Ā 為 closed。

証： 設 x 為 Ā 的 limit point，則

(i) x 為 A 的 limit point，或

(ii) x 為 A′ 的 limit point

若 (i) 成立，則 x ∈ A′ ⇒ x ∈ Ā

若 (ii) 成立，因 A′ 為 closed ∴ x ∈ A′ ⊂ Ā

∴ x ∈ Ā 故 Ā 為 closed。�



Remark: 許多書上定義 Ā =
∩
{F |F為 closed, F ⊃ A}。此二定義是等價的，請同學自行證

明之。

Definition 5.3.9 　 A 為 perfect，若 A = A′。

Perfect 意思是完美，太好了，A = A′！

x ∈ A ⇔ x 為 A 的 limit point！
不過這是數學上的稱呼，不要帶有感情，難道 [0, 1] 完美，(0,1) 就不完美了嗎？我看 (0, 1)

也很完美，少了邊界上那兩點，他倒自成一天地！

例： [0, 1], [0,∞), (−∞, 0] 都是 perfect。

Cr(x), r > 0 為 perfect。

Br(x), r > 0 非 perfect。

N 自然數集非 perfect。

Rn 為 perfect，任意 Rn 中的有窮點集都非 perfect。（事實上 Rn 中的 Countable 點集
皆非 perfect，請見定理 5.3.10）

Cantor set 如何？Rn 中的 Cantor set 都是 perfect！以下僅以 R2 為例說明之。

Lemma 5.3.1 　 [0, 1] 中的 Cantor set E 為 perfect。
分析：

1. 從 [0, 1] 中，第一次挖走 (1
3
, 2
3
) 這區間。

2. 第二次又分別自 [0, 1
3
] 中挖走 (1

9
, 2
9
)，自 [2

3
, 1] 中挖走 (7

9
, 8
9
)。餘集

F2 = [0,
1

9
] ∪ [

2

9
,
1

3
] ∪ [

2

3
,
7

9
] ∪ [

8

9
, 1]

3. 依此類推，以致無窮，設第 n 次的餘集為

Fn =
2n∪
j=1

In,j, In,j = [an,j, bn,j]

則 Cantor set E =
∩∞

n=1 Fn

4. x ∈ E ⇒ x ∈ Fn ∀n ⇒ 對任意 n ∃j 使 x ∈ [an,j, bn,j]

取 xn = an,j ∈ E, |Inj
| = |bn,j − an,j| = 1

3n
→ 0

∴ |xn − x| < |Inj
| → 0 當 n → ∞

∴ x 為 E 的 limit point，即 E ⊂ E ′

5. 又 E 為 closed，E ′ ⊂ E ∴ E = E ′，perfect！�



Proposition 5.3.1 　 R2 中的 Cantor set 為 perfect。
分析：有兩種處理方式

(a) 仿照 R 中的論述。

(b) E2 = E ×E，E 為 [0, 1] 中的 Cantor set。上例中已証 E 為 perfect，你可以試著證明：
A,B 為 perfect，A,B ̸= ∅，A,B ⊂ R，則 A × B 為 R2 中的 perfect set。此處留給同
學當習題。

Remark: 上述 (a) 跟 (b) 兩個方法都可推廣到 Rn 中。故 Rn 中的 Cantor set 為 perfect set。

Theorem 5.3.10 　 Rn 中的非空 perfect set 恆為 uncountable。
分析：設 A 為 Rn 中的 perfect set

1. A ̸= ∅ ∴ ∃a ∈ A。A 為 perfect set ∴ a 為 A 的 limit point，故 Br0(a) 含 A 中無窮點。

任取 x0,x1 ∈ Br0(a) ∩ A− {a}, x0 ̸= x1

2. x0,x1 ∈ A, A 為 perfect ∴ x0,x1 為 A 的 limit point，仿上論述，取 r1 < min{1
2
, 1
2
|x0 −

x1|}，則 Br1(x0)∩Br0(x0) = ∅且 ∃x0,0,x0,1 ∈ Br1(x0)∩A−{x0},x0,0 ̸= x0,1，∃x1,0,x1,1 ∈
Br1(x0) ∩ A− {x0},x1,0 ̸= x1,1

3. 仿照 1 的論述分別作用於 x0,0,x0,1,x1,0,x1,1，取 r2 < min{ 1
22
, 1
2
|x0,0 − x0,1,x1,0 − x1,1|}

得 4 個互不相交的球體，每個球體都含 A 中相異兩點，分別為

x0,0,0, x0,0,1, x0,1,0, x0,1,1, x1,0,0, x1,0,1, x1,1,0, x1,1,1, (4)

他們和球心上一代選出的點的距離 < 1
22

4. 依此類推，以致無窮，得樹形點列圖示如下：
第 n+ 1 代點列與第 n 代之間的距離 < 1

2n

5. 想像你在玩賓果遊戲，每個 x... 點都是分岔點，彈珠由 a點放入，kit kit kok kok（音），
彈珠選出了一條通往極限的道路。由於

∑∞
n=1

1
2n

< ∞，彈珠選出的點列為一 Cauchy
Sequence

6. 此 Cauchy Sequence 收斂到一點，此點可對應到 [0, 1] 間實數二進位表示的相應點，此

對應為 1-1，故 A 為不可數。而 A ⊂ Rn ∴ #A = c（實數的基數）�

5.4 Rn 中的 compact sets

定義 4.1
A ⊂ Rn，F 為 Rn 中的一族開集（Family of open sets），我們稱 A 被 F 覆蓋（cover）若



∀x ∈ A ∃V ∈ F 使 x ∈ V。

F 稱為 A 上的一個開覆蓋族（open covering）

定義 4.2
我們稱 A 為 compact，若對任意 A 上的 open covering 恆存在有窮個 subcovering 蓋住 A。

即：∃{Vi}ni=1 ⊂ F 使 A ⊂
∪n

i=1 Vi

例 1: N 表自然數集

Ik = (k − 1

2k
, k +

1

2k
), k = 1, 2, · · ·

為 N 上的一個 open covering，但不存在 finite subcovering，∴ N 非 compact。

例 2: A = (0, 1)

F = {(1
k
,
2

k
)|k = 1, 2, · · · }

則 F 為 A 上的一個 open covering，但不存在 finite subcovering ∴ A 非 compact。

例 3: 空集合 ∅ 為 compact。
Rn 本身非 compact。

例 4: [a, b] 為 compact，這是 Heine-Borel 定理的內容。

例 5: A = { 1
k
|k ∈ N} 非 compact。

令

Ik = (
1

k
− 1

2k
,
1

k
+

1

2k
), F = {Ik|k ∈ N}

則 F 為 A 上的一個 open covering，但不存在 finite subcovering

例 5: 承上例，B = A ∪ {0} 為 compact。
設 F 為 B 上的一個 open covering
0 ∈ B ⇒ ∃V ∈ V 使 0 ∈ V

V open ⇒ ∃Iδ(0) = (−δ, δ) ⊂ V

對此 δ ∃N 使 1
k
< δ 當 k > N

即 1
k
∈ Iδ(0) ⊂ V 當 k > N

B 中其餘不被 V 所覆蓋的點了不起只剩 1, 1
2
, · · · , 1

N
，每一點又都可被 F 中一個

open set 所覆蓋，因此這些 open sets 加上 V 就蓋住了 B，故 B 為 compact。

微 compact，近代數學其當機矣！
compact 是這麼重要，如何判斷一集合是否為 compact？
依定義，每次要從給定的 open covering 找 finite subcovering，似乎不是一件很輕鬆的事，有
沒有直接了當的辦法可以輕鬆判定？

有！在 Rn 中，

Compact = Bounded + Closed.



這是這一章要介紹的核心內容。

依這個定理，我們可以判定：Rn 中的閉球為 compact，Cantor set 為 compact，閉輪胎體為
compact，[0, 1] 中的有理點集非 compact 因其非 closed，Br(x) 非 compact 因其非 closed，
S1 = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 = 1} 為 compact，因其為 bounded and closed
S2 = {(x, y, z) ∈ R2|x2 + y2 − z2 = 1} 非 compact，因其非 bounded（雙曲面）

定理5.4.1 compact ⇒ bounded and closed
証：

(a) bounded
設 A ⊂ Rn 為 compact，考慮

F = {B1(x)|x ∈ A}

則 F 為 A 上的一個 open covering，故存在 finit subcovering {B1(xi)}ki=1 蓋住了 A

令 R = 1 + max1≤≤k{∥xi∥}
則 A ⊂ BR(0)，故 A 為有界集。�

(b) closed
A 如上，欲証 Ac 為 open
給定 y ∈ Ac 考慮

F = {B 1
2
∥x−y∥(x) | x ∈ A}

則 F 為 A 上的一個 open covering，
A 為 compact ⇒ ∃finite subcovering {Bri(xi)}ki=1 蓋住了 A，其中 ri ≡ 1

2
∥xi − y∥

取 δ = min1≤i≤k{ri}
則 Bδ(y) ∩Bri(xi) = ∅ ∀i = 1, 2, · · · , k
⇒ Bδ(y) ∩ A = ∅
∴ Bδ(y) ⊂ Ac

即 Ac 為 open，∴ A 為 closed。�

定理 5.4.2 bounded and closed ⇒ compact

在証明這個定理之前，我們先敘述一下 Rn 中的方塊套定理。

定理 5.4.3（Rn 中的方塊套定理）

設 Qk = [a1,k, b1,k]× [a2,k, b2,k]× · · · × [an,k, bn,k]

表 Rn 中的方塊，滿足：

(a) Q1 ⊃ Q2 ⊃ · · ·

(b) limk→∞ |bj,k − aj,k| = 0 ∀j = 1, 2, · · · , n



則唯一存在 x0 ∈ Rn 使
∩∞

k=1Qk = {x0}。

此定理即為 R 中區間套定理的推廣，顯而易見，在此不浪費筆墨。

証： 為了簡明，不失一般性，已下我且以 R2 為例論證之。

此定理的論述其實就是 R 中 Heine-Borel 定理的翻版。
設 A ⊂ R2 為一有界閉集，F 為其上一個 open covering，
若不存在 finite subcovering，我們想利用方塊套定理逼出矛盾來，一如 R 中論述。

A 為有界集，設 A ⊂ [a, b]× [c, d]

令 Q0 = [a, b]× [c, d]

(a) 把 Q0 分成四等份，令其為 {Ij}4j=1，Ij 為閉方塊 ∀j = 1, 2, 3, 4

則 A ∩ Ij, j = 1, 2, 3, 4 至少有一塊不能被 F 中有窮開集蓋住，設此塊為 A ∩ Q1，

Q1 = [a1, b1]× [c1, d1]

|b1 − a1| = 1
2
|b− a| |d1 − c1| = 1

2
|d− c|

任取 x1 ∈ A ∩Q1

(b) 重複第一步的操作於 Q1，得方塊 Q2 = [a2, b2]× [c2, d2]

|b2 − a2| = 1
2
|b1 − a1| = 1

22
|b− a|

|d2 − c2| = 1
2
|d1 − c1| = 1

22
|d− c|

A ∩Q2 不能被 F 中有窮集蓋住
任取 x2 ∈ A ∩Q2

依此類推以致無窮，得方塊套 {Qk}
Qk = [ak, bk]× [ck, dk]

|bk − ak| = 1
2k
|b− a| → 0，|dk − ck| = 1

2k
|d− c| → 0 當 k → ∞

Qk ∩ A 不能被 F 中有窮開集蓋住
任取 xk ∈ A ∩Qk

(c) 依方塊套定理，∃x0 ∈ R2 使
∩∞

k=1Qk = {x0}
而 xk ∈ Qk ∩ A {xk} ⊂ A 且 limk→∞ xk = {x0}
A 為 closed ⇒ x0 ∈ A

(d) F 蓋住了 A x0 ∈ A ⇒ ∃V ∈ F 使 x0 ∈ V

V open ⇒ ∃r > 0 使 Br(x0) ⊂ V

而 Qk 縮成一點 x0 故 Qk ⊂ Br(x0) 當 k 夠大 ⇒ Qk ∩ A ⊂ Br(x0) ⊂ V

僅僅一個 V 就蓋住了 Qk ∩A，這和 Qk ∩A 不能被 F 中有窮個開集蓋住的事實矛
盾。�

Remark
上述定理的証明過程中



compact ⇒ bounded and closed
純為 topology 的論述，與 Rn 的特性無關。

bounded and closed ⇒ compact
則用到了方塊套定理，即實數的完備性，此為 Rn 中所特有，在一般賦距空間（metric space）
中不再成立，請同學留意。

bounded and closed 有什麼好？
根據 Bolzano-Weierstrass定理，bounded保証 A中任意 sequence都有 convergent subsequence
converge 到 Rn 中某點 x0

A 為 closed，此點 x0 當然要在 A 裡面

這就是 sequentially compact

5.5 Sequentiall compact set

定義

A ⊂ Rn 稱為 sequentially compact 若 ∀{xn} ⊂ A ∃{xnk
} 使得

limk→∞ xnk
= x0 ∈ A

簡言之，任意 A 中的點列恆存在收斂子點列。

當然，收斂不是指在 Rn 中收斂，而是指收斂到 A 中某點，這是 aequentially compact 的要
點。

Sequentially compact 在處理許多數學問題上十分管用，尤其在函數空間上，透過它來處理許
多偏微分方程式解的存在問題，不在話下。

例 1: (0, 1) 非 sequentially compact
取 xn = 1

n
, limn→∞ xn = 0 ̸∈ (0, 1)

∴ (0, 1) 非 sequentially compact

例 2: ∅ 為 sequentially compact
R 非 sequentially compact（取 xn = n, {xn} 無收斂子點列）

例 3: [0, 1] 為 sequentially compact，理由如前（Bolzano-Weierstrass 定理）。

有沒有好辦法可以輕易判斷一集合是否為 sequentially compact？
有，在 Rn 中

sequentially compact = bounded + closed

定理 5.5.1
A ⊂ Rn 則

A 為 sequentially compact ⇔ A 為 bounded and closed。
証：



(⇒)

(a) bounded
若 A 非 bounded，任取 x0 ∈ A ∀n ∃xn ∈ A 使 |xn − x0| > n

{xn} ⊂ A，A 為 sequentially compact
⇒ {xn} 有收斂子點列 {xnk

}，收斂到 A 中某點 y0

對 ϵ = 1 ∃N 使 |xnk
− y0| < 1 當 k > N

則 |x0 − y0| ≥ |x0 − xnk
| − |xnk

− y0| > nk − 1 → ∞ 當 k → ∞
兩個給定點的距離 → ∞！矛盾。

(b) closed
設 x0 為 A 的 accumulation point
則存在 A 中相異點列 {xn}，xn → x0 當 n → ∞
A 為 sequentially compact ⇒ x0 ∈ A

∴ A 為 closed。

(⇐) 如前述（compact 概念的由來）�

Remark

(a) 上述定理的論證過程中
sequentially compact ⇒ bounded and closed
純為 topology 的論述，與 Rn 的特性無關

bounded and closed ⇒ sequentially compact 則用到 Bolzano-Weierstrass 定理，此定理
由區間套定理而來，背後就是實數的完備性，此為 Rn中特有，在一般賦距空間（metric
space）中不再成立，同學請留意。

(b) 透過 bounded and closed 作媒，我們有：在 Rn 中

compact = bounded + closed = sequentially compact

其論述依據圖示如下：

在一般賦距空間中，已不在有實數的完備性。中間那個 bounded and closed 已無能為介，
compact 和 sequentially compact 關係如何？這是下一章要講的核心。事實上，在 metric
space 中

compact = sequentially compact

橋不見了，它們如何暗度陳倉？且待下回分解。

第五章完
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