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多變數函數

多變數函數的微分

多變數函數的連鎖法則

方向導數與梯度
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多變數函數的微分

定義：

一個多變數函數 f 是由 Rn = {(x1, · · · , xn)|xi ∈ R} 或 Rn 內某區
域到 R 的函數，通常記成 f (x1, · · · , xn)

註：

當討論雙變數函數或三變數函數，常將函數記成

z = f (x, y)與 w = f (x, y, z)
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雙變數的圖形

一些圖示的展示：

(a) z = x2 + y2 (b) z = x2 − y2
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作圖-截面法

例 1： 平面 Σ : z = mx + ny + k 的 x-斜率與 y-斜率。

解：

取截面 y = b 與 Σ 相交，得到在 y = b 上之直線方程式，形如

z = (k + nb) + mx = mx + k0

因此 Σ 方程式中之 m，事實上是「沿 x 方向」(y 固定不動) 的
斜率，而且和 b 的選取無關。同理在 x = a 上截下之直線方程式
形如

z = (k + ma) + ny = ny + k1
仿照直線方程式之斜截式，將 z = k + mx + ny 稱為平面的斜截
式，其中 k 為 z-截距，m 為 x-斜率，n 為 y-斜率。
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作圖-截面法

例 2： z = x2 + y
解：

(細節見課堂說明。)
(i) y = k, z = x2 + k (ii) z = x2 + y
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作圖-柱面法
例 3： 當 f (x, y) 只是單變數函數。z = g (x) 或 z = h (y)
說明：

(a) z = g (x)。是以 xy-平面上，z = f (x, 0) = g (x) 的曲線為底，
沿 y 方向所拉出得柱面。
(b) z = h (y) 則是沿 x 方向拉出的柱面。

(a) z = −x3 (b) z = y2

7 / 59



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

多變數函數 多變數函數的微分 多變數函數的連鎖法則 方向導數與梯度 高階偏導數與泰勒展開式 極值測試與應用 有限制之極值問題-Lagrange 乘子法

作圖-旋轉法

例 4： z = x2 + y2

說明：

(i) z = x2 (ii) 繞著中心 z 軸旋轉，得
z = x2 + y2
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作圖-等高線法

除了利用 x = a 或 y = b 截面的方法外，也可以利用 z = c 截面

的想法，在 xy− 平面上得出 f (x, y) = c 的曲線。變動 c 得到一

系列曲線所構成的圖形，稱為 f (x, y) 的等高線圖。實用上，c 通

常取成等分割。
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作圖-等高線法
數學的例子：

(a) z = 1− x − y (b) z = x2 + y2

(c) z = x2 − y2 (d) z = x2
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偏導數

定義：

f (x, y) 在 (a, b) 點的偏導數為

∂f
∂x

∣∣∣
(a,b)

= lim
h→0

f (a + h, b)− f (a, b)
h ( f (x) 對 x之偏導數)

∂f
∂y

∣∣∣
(a,b)

= lim
k→0

f (a, b + k)− f (a, b)
k ( f (x) 對 y之偏導數)

注意：

我們常用 Leibniz 符號來表示偏導數，其中特別用符號 ∂
∂x 或

∂
∂y

取代單變數微分時的 d
dx ，表示這是多變數的偏導數。

∂f
∂x，

∂f
∂y 也

常記為 ∂z
∂x，

∂z
∂y
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計算偏導數之例子

例： 計算 f (x, y) = exy 在 (a, b) 點的偏導數。
說明：

令 g (x) = f (x, b) = ebx，則 ∂f
∂x(a, b) = g ′(a) = beab

同理，令 h (y) = f (a, y) = eay，則 ∂f
∂y (a, b) = h ′(b) = aeab

13 / 59



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

多變數函數 多變數函數的微分 多變數函數的連鎖法則 方向導數與梯度 高階偏導數與泰勒展開式 極值測試與應用 有限制之極值問題-Lagrange 乘子法

偏導函數

定義：

由在各點對 x 得偏導數構成一新雙變數函數，稱為對 x 的偏導
函數記為

∂z
∂x (x, y) 或 ∂f

∂x (x, y)

同理，對 y 的偏導函數記為

∂z
∂y (x, y) 或 ∂f

∂y (x, y)

在計算對 x 的偏導函數時，只要將 y 視為常數，然後對 x 微分

即可。同理，將 x 視為常數，就可以計算對 y 的偏導函數。
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計算偏導函數之例子

例： 計算 f (x, y) = sin xy + x2exy 偏導函數。

說明：

∂f
∂x = y cos xy + 2xexy + yx2exy

∂f
∂y = x cos xy + x3exy

15 / 59
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切面方程式

性質：

令 z = f (x, y)，則過 (a, b, f (a, b)) 點的切面方程式為

z = f (a, b) + ∂f
∂x (a, b)(x − a) + ∂f

∂y (a, b)(y − b)

(細節見課堂說明。)
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切面方程式

例： f(x, y) = sin(xy) + x2exy，求過 (0, π, 0) 點的切面方程式。

由前例知：

∂f
∂x (0, π) = π + 0 + 0 = π

∂f
∂y (0, π) = 0 + 0 = 0

所以切面方程式為

z = 0 + π · (x − 0) + 0 · (y − π) ⇒ z = π · x
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線性逼近

敘述：

切平面：

z = f (a, b) + ∂f
∂x (a, b)(x − a) + ∂f

∂y (a, b)(y − b)

是函數 z = f (x, y) 在 (a, b) 點的一階逼近，若考慮 (a, b) 附近一
點 (a +△x, b +△y)，則

f (a +△x, b +△y) ≈ f (a, b) + ∂f
∂x(a, b)△ x + ∂f

∂y (a, b)△ y
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線性逼近-例子
例： 圓柱體體積 V = πr2h
說明：

令 V = V (r, h) = πr2h，r 為半徑，h 為高。則其線性逼近為

△V ≈ 2πrh · △r + πr2 △ h

如果測量某圓柱體，測得底半徑為 5± 0.1 cm，高為
12± 0.2 cm，則總體積的絕對誤差可估算如下。
| △ V | ≈ |2π · 5 · 12 · △r + π · 52 · △h|

≤ 17π ≈ 53.4 cm3

如果求相對誤差得：

△V
V ≈ 2πrh △ r + πr2 △ h

πr2h = 2
△r
r +

△h
h
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變數數目 ≥ 3 的情況

偏導數定義：

若 f : Rn → R 或 f : Ω ⊂ Rn → R 是 n 變數函數，記成
w = f (x1, x2, · · · , xn)。

則偏導數定義為：

∂f
∂xi

(a1, · · · , an) = lim
h→0

f (a1, · · · , ai + h, · · · , an)− f (a1, · · · , an)

h

計算時令 g(x) = f (a1, · · · , ai−1, x, ai+1, · · · , an)，則

∂f
∂xi

(a1, · · · , an) = g ′(ai)

因此在計算偏導函數時，我們只要將其他變數視為常數即可。
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變數數目 ≥ 3 的情況

例： f (x, y, z, u, v) = xyz + ez sin y
v，計算其偏導函數。

說明：

∂f
∂x = y, z ∂f

∂y = xz + ez
v cos y

v ,
∂f
∂z = xy + ez sin y

v
∂f
∂u = 0, ∂f

∂v = −ez · y
v2 cos y

v ,

21 / 59
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變數數目 ≥ 3 的情況

一階逼近定義：

f (x1, · · · , xn) 在 (a1, · · · , an) 點的一階逼近是

f (a1 +△x1, · · · , an +△xn)

≈ f (a1, · · · , an) +
∂f
∂x1

∣∣∣
(a1,··· ,an)

△ x1 + · · ·+ ∂f
∂xn

∣∣∣
(a1,··· ,an)

△ xn
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多變數函數的連鎖法則

敘述：

假設 x = f (t), y = g (t) 且 z = h (x, y)。
R → R2 → R

t 7→ (f (t), g (t))
(x, y) 7→ h (x, y)

dz =
∂h
∂x dx + ∂h

∂y dy

dx =
df
dtdt, dy =

dg
dt dt

因此
dz
dt =

(
∂h
∂x · df

dt +
∂h
∂y · dg

dt

)
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多變數函數的連鎖法則

我們也可以用以下的樹狀圖說明。

因此
dz
dt =

(
∂h
∂x · df

dt +
∂h
∂y · dg

dt

)
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多變數函數的連鎖法則

例： z (x, y) = xy, x (u, v) = 2u − v, y (u, v) = ln uv，計算 ∂z
∂u 與

∂z
∂v。

∂z
∂u = ∂z

∂x
∂x
∂u + ∂z

∂y
∂y
∂u = y · 2 + x · 1

u

= 2 ln uv + 2u−v
u

∂z
∂v = ∂z

∂x
∂x
∂v + ∂z

∂y
∂y
∂v = y · (−1) + x · 1

v

= − ln uv + 2u−v
v
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方向導數

定義：

f 在 (a, b) 點，沿方向 −→u = (cos θ, sin θ) 的方向導數為

∂f
∂−→u (a, b) = lim

h→0

f (a + h cos θ, b + h sin θ)− f (a, b)
h

註：

1.在 u = (1, 0) 或 (0, 1) 時，這就是本來 ∂f
∂x(a, b),

∂f
∂y(a, b) 的定

義。

2.作方向導數時，取 u 為該方向的單位向量。
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梯度

定義：

∇f (a, b) ≡
(

∂f
∂x ,

∂f
∂y

)
(a, b) 稱為 f 在 (a, b) 點的梯度。讓 (a, b)

變動，則得到梯度 (向量) 函數 ∇f (x, y)，這是一個 R2 → R2 的

函數。我們將它想成每一點對應到一個從該點出發的向量。

上述計算方向導數的公式可以簡寫成 (省略 a、b)

∂f
∂−→u = ∇f · −→u
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方向導數-例子

例： f (x, y) = x2 + y2，在 (1, 0) 求沿著 (1, 1) 方向的方向導數。

說明：

∇f =
(

∂f
∂x ,

∂f
∂y

)
= (2x, 2y)。

沿著 (1, 1) 方向的單位向量為 −→u =
(

1√
2
, 1√

2

)
。所以方向導數為

∂f
∂−→u (1, 0) = ∇ f(1, 0) · −→u = (2, 0) · ( 1√

2
,
1√
2
) =

√
2

30 / 59



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

多變數函數 多變數函數的微分 多變數函數的連鎖法則 方向導數與梯度 高階偏導數與泰勒展開式 極值測試與應用 有限制之極值問題-Lagrange 乘子法

梯度-性質

定理：(∇f 的性質)

假設 ∇ f (a, b) ̸= (0, 0)，則

(1) 由 (a, b) 點出發，函數值 f (x, y) 增加最快的方向，就是
∇ f (a, b) 的方向。而 −∇ f (a, b) 的方向則是下降最快的方
向。換句話說，梯度方向就是最陡的方向。

(2) ∇ f (a, b) 與過 (a, b) 點的等高線垂直。
(3) |∇ f (a, b)| 越大，等高線越密。

(見課堂說明。)
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三變數以上的情形

定義：

令 f = Ω ⊂ Rn → R， w = f (x1, · · · , xn)，則

∇ f =

(
∂f
∂x1

,
∂f
∂x2

, · · · , ∂f
∂xn

)
令 −→u 是單位向量 (u1, · · · , un)，其中

√
u21 + · · ·+ u2n = 1，則方

向導數定義為

∂f
∂−→u = ∇ f · −→u =

∂f
∂x1

u1 + · · ·+ ∂f
∂xn

un
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梯度的性質-三變數情形
性質：

設 f :Ω ⊂ R3 → R，則∇ f 與等高面 f (x, y, z) = C 垂直 (假設
∇f ̸= 0)。
證明：(見課堂說明。)

切面方程式

如果 ∇ f (a, b, c) ̸= (0, 0, 0)，由性質知，∇ f (a, b, c)必垂直其切
面，因此切面方程式就是

∇ f (a, b, c) · (x − a, y − b, z − c) = 0

⇒ ∂f
∂x

∣∣∣
(a,b,c)

(x − a) + ∂f
∂y

∣∣∣
(a,b,c)

(y − b) + ∂f
∂z

∣∣∣
(a,b,c)

(z − c) = 0
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梯度的性質-三變數情形

例： 求曲面 x2 + y2 − z2 = 1 在 (1, 1, 1) 的切面方程式。

說明：

令 f (x, y, z) = x2 + y2 − z2，原曲面為 f (x, y, z) = 1。

因為

∂f
∂x = 2x ⇒ ∂f

∂x (1, 1, 1) = 2

∂f
∂y = 2y ⇒ ∂f

∂y (1, 1, 1) = 2

∂f
∂z = −2z ⇒ ∂f

∂z (1, 1, 1) = −2

代入公式，得切面方程式為

2(x − 1) + 2(y − 1)− 2(z − 1) = 0 ⇒ x + y − z = 1
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高階偏導數

敘述：

如同單變數，我們可以考慮偏導函數的偏導數。但是由於變數
多，高階偏導數出現較複雜的樣式 (如下圖式)。

f

fx

fxx

fxxx fyxx

fyx

fxyx fyyx

fy

fxy

fxxy fyxy

fyy

fxyy fyyy

註：

fx為 ∂f
∂x縮寫， fxy為 ∂2f

∂x ∂y縮寫。
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高階偏導數

例： f (x, y) = x2 − exy2，計算其二階偏導數。

說明：

先計算 f (x, y) 的偏導數：
∂f
∂x = 2x − y2 exy2 ∂f

∂y = −2xyexy2

現對 ∂f
∂x ,

∂f
∂y 各求其偏導數。

∂2 f
∂x2 ≡ ∂( ∂f

∂x)
∂x = 2− y4exy2

∂2 f
∂y∂x ≡ ∂( ∂f

∂x)
∂y = −2yexy2 − 2xy3exy2

∂2 f
∂x ∂y ≡

∂
(

∂f
∂y

)
∂x = −2yexy2 − 2xy3exy2

∂2 f
∂y2 ≡

∂
(

∂f
∂y

)
∂y = −2xexy2 − 4x2y2exy2
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高階偏導數

歐拉性質：

∂2f
∂x∂y =

∂2f
∂y∂x
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高階偏導數

好的函數都滿足所謂的歐拉性質，可把上述圖形化簡如下：

f

fx

fxx

fxxx fxxy

fxy

fxxy fxyy

fy

fxy

fxxy fxyy

fyy

fxyy fyyy
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泰勒展式

定理：(雙變數之泰勒定理)
f (x, y) = n 階泰勒多項式Pn (x, y) + n階餘項Rn (x, y)

=

{
f (a, b) +

n∑
k=1

(
1
k!

k∑
i=0

Ck
i

∂k f
∂ xi ∂ yk−i

∣∣∣
(a,b)

(x − a)i(y − b)k−i
)}

+

{
1

(n+1)!

( n+1∑
i=0

Cn+1
i

∂n+1 f
∂ xi ∂ yn+1−i

∣∣∣(
(1−ξ)a+ξx,(1−ξ)b+ξy

)
·(x − a)i(y − b)n+1−i

)}
其中 0 ≤ ξ ≤ 1，ξ 是 x 與 y 的函數。
註：展開至 n = 2，由泰勒定理：

f (x, y) ≈ f (a, b) + ∂ f
∂ x(x − a) + ∂ f

∂ y(y − b)

+ 1
2!

(
∂2 f
∂ x2 (x − a)2 + 2 ∂2 f

∂ x ∂y(x − a)(y − b) + ∂2 f
∂ y2 (y − b)2

)
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有限制之極值問題-Lagrange 乘子法
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極值測試與應用

定義：(極值)

假設 ∇ f (a, b) = (0, 0)。如果在 (a, b) 附近的點，所有點的函數
值大於 f (a, b)，則稱 (a, b, f (a, b)) 為極小值，同樣地，函數值小
於 f (a, b)，而稱為極大值。

定義：(鞍點)

假設 ∇ f (a, b) = (0, 0)。如果在 (a, b) 附近的點，總是有些點的
函數值大於 f (a, b)，又總是有另外一些點的函數值小於 f (a, b)，
則稱 (a, b, f (a, b)) 為鞍點。
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極值測試與應用

定理 1：
若 f (x, y) 在 (a, b) 點有極值 f (a, b)，則 ∇ f (a, b) = (0, 0)

說明：

若 ∇ f ̸= 0，則 f (x, y) 沿 ∇ f 方向會變大，沿一 ∇ f 方向會變
小，所以不可能是極值。

滿足 ∇ f (x, y) = (0, 0) 的點，就是極值候選點。

由於在候選點 ∇ f (a, b) =(0,0)，對 (x, y) = (a, b) 展開到二階泰
勒多項式，並由雙變數的泰勒定理知道

f (x, y)−f (a, b) ≈ 1

2

( ∂2 f
∂ x2 (x−a)2+2

∂2 f
∂ x ∂y(x−a)(y−b)+ ∂2 f

∂ y2 (y−b)2
)
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極值測試與應用

定理 2：(二階測試)

設 ∇ f (a, b) = (0, 0)，定義一新雙變數函數如下：

D (x, y) ≡

∣∣∣∣∣∣
∂2 f
∂ x2

∂2 f
∂ x ∂ y

∂2 f
∂ x ∂ y

∂2 f
∂ y2

∣∣∣∣∣∣ (x, y)
(1)若 D(a, b) > 0 且 ∂2 f

∂ x2 > 0，則 f (a, b) 是極小值。

(2)若 D(a, b) > 0 且 ∂2 f
∂ x2 < 0，則 f (a, b) 是極大值。

(3)若 D(a, b) < 0，則 f (a, b) 是鞍點。
(4)若 D(a, b) = 0，無法判斷。
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極值測試與應用

證明：

由泰勒定理得知：

f (x, y)− f (a, b) ≈ 1

2

(
A(x − a)2 + 2B(x − a)(y − b) + C(y − b)2

)
其中 A = ∂2 f

∂ x2，B = ∂2 f
∂ x ∂y，C = ∂2 f

∂ y2

用配方法得

f (x, y)− f (a, b) = A
2

((
(x− a)+ B

A(y− b)
)2

+

∣∣∣∣ A B
B C

∣∣∣∣
A2

(y− b)2
)

(細節見課堂說明)
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極值測試與應用-例子

例： f (x, y) = x3 + y2 + 3xy，討論其候選點及極值性質。
說明：

(1)先找候選點。解 ∇f (x, y) = (3x2 + 3y, 2y + 3x) = (0, 0)，得到

兩個候選點 (0, 0)、(32 ,−
9
4)。

(2)由二階測試

D (x, y) =
∣∣∣∣ 6x 3

3 2

∣∣∣∣ = 12x − 9


(1) D (0, 0) = −9 < 0，所以 (0, 0, 0) 為鞍點。

(2) D (32 ,−
9
4) > 0，且 ∂2 f

∂ x2 (
3
2 ,−

9
4) = 6 · 3

2 = 9 > 0，所以

f (32 ,−
9
4) = −27

16 是極小值。
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最小乘方法

資料： (a1, b1), (a2, b2), · · · , (an, bn)

直線： y = mx + k, m, k未定

欲找 m、k ，使得直線和資料之間的誤差最小。
最小乘方法考慮的誤差形如

E (m, k) =
n∑

i=1

(bi−(mai+k))2 (即考慮理論值與實驗值差的平方和。)
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最小乘方法

經計算得到，m、k 之估計即：m∗、k∗ m∗ = ab−ab
a2−a2

k∗ = b − am∗

其中 a =
∑

ai
n , ab =

∑
aibi
n , · · · , a2 =

∑
a2i

n 等。
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最小乘方法-例子
例： 用最小乘方法求滿足 (1, 1), (1, 2), (2, 2), (3, 2), (4, 3) 之最佳

直線。

說明：

a b a2 b2

1 1 1 1
1 2 1 2
2 2 4 4
3 2 9 6

+) 4 3 16 12
11 10 31 25

平均 11
5 2 31

5 5

所以 m∗ = 15
34 , k∗ = 35

34，而最佳直線為

y =
15

34
x + 35

34 49 / 59



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

多變數函數 多變數函數的微分 多變數函數的連鎖法則 方向導數與梯度 高階偏導數與泰勒展開式 極值測試與應用 有限制之極值問題-Lagrange 乘子法

Outline

多變數函數

多變數函數的微分

多變數函數的連鎖法則

方向導數與梯度

高階偏導數與泰勒展開式

極值測試與應用

有限制之極值問題-Lagrange 乘子法
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有限制之極值問題-Lagrange 乘子法

定理：(Lagrange 乘子法-2 維情形)

設 f (x, y) = 0，欲求 g (x, y) 的極值，則要解下列方程組：

{
∇ g (x, y) = λ∇ f (x, y)
f (x, y) = 0

⇔


∂ g
∂ x (x, y) = λ ∂ f

∂ x (x, y)
∂ g
∂ y (x, y) = λ ∂ f

∂ y (x, y)
f (x, y) = 0

註：

用 Lagrange 乘子法只能找到候選點，至於是不是極值，是極
大或極小值都得另外判斷。
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邊界極值問題-例子
例 1: 假設 x2 + y2 = 1，求 xy 極值。{

∇ (xy) = λ∇ (x2 + y2 − 1)

f (x, y) = 0
⇒


2xλ = y
2yλ = x
x2 + y2 = 1

4λ2x = x，得 x = 0 或 λ = ±1
2

(1)若 x = 0，則 y = 2xλ = 0，這與 x2 + y2 = 1 矛盾。

(2)
{

λ = 1
2 ⇒ y = x ⇒ (x, y) = (± 1√

2
,± 1√

2
)

λ = −1
2 ⇒ y = −x ⇒ (x, y) = (± 1√

2
,∓ 1√

2
)

(3)把這些候選點代入 g (x, y) 並比較大小，得{ g (± 1√
2
,± 1√

2
) = 1

2 (極大值)
g (± 1√

2
,∓ 1√

2
) = −1

2 (極小值)
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區域極值問題-例子
例 2： x2 + y2 ≤ 1，求 f (x, y) = x2 − 5

2xy + y2 之最大最小值。
(1) 考慮內部：x2 + y2 < 1，由二階測試{

∂ f
∂ x = 2x − 5

2

∂ f
∂ y = −5

2x + 2y
(0, 0)為候選點。

D (x, y) =
∣∣∣∣ 2 −5

2
−5

2 2

∣∣∣∣ = −9

4
< 0，所以 (0, 0)為鞍點。

(2) 考慮邊界在 x2 + y2 = 1 的條件下，求 x2 − 5
2xy + y2 的極值。

由 Lagrange 乘子法

{
∇ (x2 − 5

2xy + y2) = λ∇ (x2 + y2 − 1)

x2 + y2 = 1
⇒


2x − 5

2y = λ · (2x)
−5

2x + 2y = λ · (2y)
x2 + y2 = 1
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區域極值問題-例子

當 λ = 9
4 時，{
5
2x + 5

2y = 0

x2 + y2 = 1
⇒

{
(x, y) = ±( 1√

2
,− 1√

2
)

x2 − 5
2xy + y2 = 9

4 (極大值)

當 λ = −1
4 時，{

5
2x = 5

2y
x2 + y2 = 1

⇒

{
(x, y) = ±( 1√

2
, 1√

2
)

x2 − 5
2xy + y2 = −1

4 (極小值)

所以在邊界 x2 + y2 = 1 上之最大值為 9
4，最小值為 −1

4

(3) 由 (1)(2) 知在區域 x2 + y2 < 1 內無極值，最大最小值發生

在邊界上，因此原題之最大值為 9
4，最小值為 −1

4。
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Lagrange 乘子法

定理：(λ的意義)

限制條件 f (x, y) = C，隨著 C 變化時，g (x, y)之極值也會隨著
變化 (因此是 C 的函數)，其變化率為 λ(C)。

變數數目 3 (甚至更高) 時：

Lagrange 乘子法是一樣的。在 f (x, y, z) = 0 的條件下，求
g (x, y, z) 的極值，則要解{

∇ g(x, y, z) = λ∇ f(x, y, z)
f (x, y, z) = 0
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應用：無差異曲線

在冬天，巧克力與蘇打餅都有補充熱量的功效，但是顯然吃多了

巧克力，您就不想吃蘇打餅，反之亦然。這表示巧克力與蘇打餅

間有替代的功能存在。我們將這種替代效果描繪出來，就變成下

圖的無差異曲線，每一條曲線各表示同樣效用的替代關係。

註：

無差異曲線是遞減，凹向上的不相交曲線族。
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應用：無差異曲線

如果令 g (x, y) 表示 x 單位甲與 y 單位乙的效用函數，
則無差異曲線就是 g (x, y) = C 的曲線族 (等效用線)。
現在假設，我們有一筆固定且要花光的預算來買甲與乙，

Px · x + Py · y = B

我們希望得到最大的效用，即求 g (x, y) 之最大值。
如下圖所示：
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應用：無差異曲線

由 Lagrange 乘子法，
∂ g
∂ x = λ · Px
∂ g
∂ y = λ · Py

Px · x + Py · y = B

由此我們得到，極值點滿足方程式

∂ g
∂ x
Px

=

∂ g
∂ y
Py
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應用：無差異曲線-例子

例： 假設無異曲線函數為 g (x, y) = xy
2x+y , x, y > 0 且

Px = 1, Py = 2, B = 9。

說明：

計算：
∂ g
∂ x =

y 2

(2x + y) 2 ,
∂ g
∂ y =

2x 2

(2x + y) 2

代入方程式得

y 2

1
=

2x 2

2
⇒ y = x or y = −x (不合 )

因為 x + 2y = 9 ⇒ x = 3, y = 3。
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