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黎曼和

黎曼和的定義

假設有一函數 f (x) 定義在 [a, b] 上，我們將 [a, b] 等分切割成 N
段：

x0 = a < x1 < x2 < · · · < xN = b,

△x ≡ △xi = xi − xi−1 =
b − a

N

然後在每一段 [xi−1, xi] 中選一個數 ξi，則：

黎曼和 =

N∑
i=1

f (ξi)△ x, xi−1 ≤ ξi ≤ xi

注意：f (ξi) 不用有特別限制 (例如大於 0，遞增...)。
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黎曼和的應用

例： (速度與位移)：
說明：

考慮一部車子在直線上行走，其速度函數 v = v (t)，函數圖
形如圖，若 t = 0 時，車從原點出發。S (t) 表示時間 t 的位
置。
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黎曼和的應用

從公式：

距離 = 速度 × 時間

車子的淨移動位移大概是

N∑
i=1

v(ξi) · △t,

其中0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tN = T

注意：v (t) 可能有正有負。
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定積分

敘述：

如果 f (x) 在 [a, b] 上是連續函數，則黎曼和總是會收斂到一
個固定值。當黎曼和會收斂時，這個極限值稱為 f (x) 在
[a, b] 上的定積分。用下面符號表示：∫ b

a
f(x) dx ≡ lim

N→∞

N∑
i=1

f(ξi) · △x

約定：

(1)
∫ a

a f (x) dx = 0

(2)
∫ b

a f (x) dx = −
∫ a

b f (x) dx
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定積分的基本性質

定積分的基本性質：

(1)
∫ b

a (f (x)± g (x)) dx =
∫ b

a f (x) dx ±
∫ b

a g (x) dx

(2)
∫ b

a λ f(x) dx = λ
∫ b

a f(x) dx

(3)
∫ b

a f (x) dx +
∫ c

b f (x) dx =
∫ c

a f (x) dx

(4) 若 f (x) ≤ g (x), b>a, 則
∫ b

a f (x) dx ≤
∫ b

a g (x) dx
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定積分的平均值定理

函數的平均值：

f =
1

b − a

∫ b

a
f (x) dx

(見課堂說明。)
例： 計算 f (x) = x3 在 [a, b] 區間上的平均值。

說明：

f =
1

b − a

∫ b

a
f (x) dx

=
1

b − a
(1
4

x4
)∣∣∣b

a

=
1

4
(a2 + b2)(a + b)
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定積分的平均值定理

定理：

若 f (x) 在 [a, b] 上為連續函數 (如圖所示)，則在 [a, b] 上必
有一點 c ，使得 f = f (c)。

(a)
∫ b

a f (x) dx = f̄ (b − a)
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微積分基本定理

微積分基本定理：

(1) 若 F (x) =
∫ x

a f (x) dx，則 F ′(x) = f (x)。
(亦即 F (x) 是 f (x) 的一個反導函數)

(2) 若 G(x) = f (x)，則
∫ b

a f (x) dx = G (b)− G (a) ≡ G (x) |ba
(見課堂說明。)
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積分問題

例：(用微積分基本定理)

(1)
∫ π
0 sin xdx = − cos x|π0 = 2

(2)
∫ 1
0 ex dx = ex|10 = e − 1

(3)
∫ 2
1 ln x dx =? ( 下章說明 )
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微積分基本定理-應用

例： 計算
(∫ x2

1 f(x) dx
)

′

令 F (x) =
∫ x
1 f (x) dx ⇒ F ′(x) = f (x)

(
由微積分基本定理

)
(∫ x2

1
f (x) dx

)
′ =

(
F (x2)

)′
= F ′(x2) · (x2)′ = f (x2) · 2x
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分部積分 ↔ Leibniz 法則
分部積分：

由 Leibniz 法則：

f ′(x) g (x) = (f (x) g (x)) ′ − f (x) g ′(x)

⇒
∫

f ′(x) g (x) dx =

∫
(f (x) g (x)) ′ dx −

∫
f (x) g ′(x) dx

•
∫

f ′(x)g (x) dx = f (x)g (x)−
∫

f (x)g ′(x) dx(
不定積分表示式

)
•
∫ b

a
f ′(x) g (x) dx = (f (x) g (x))

∣∣b
a −

∫ b

a
f (x) g ′(x) dx(

定積分表示式
)

15 / 52



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

黎曼和與定積分 微積分基本定理 基本積分技巧 有理函數積分 三角函數積分 幾何度量 重心

分部積分-例題

分部積分可以簡記成：∫
u dv = u v −

∫
v du

例 1. 計算
∫

xex dx

令u = x, dv = ex dx∫
xex dx =

∫
x d(ex) = xex −

∫
ex dx = xex − ex + C

16 / 52
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分部積分-例題

例 2. 遞迴關係：
∫

xnex dx

令 En (x) =
∫

xnex dx

En (x) =
∫

xn d(ex) = xnex −
∫

ex(nxn−1)dx

= xnex − nEn−1 (x)

遞迴式

{
En (x) = xnex − nEn−1 (x)
E0 (x) = ex + C

17 / 52
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分部積分-例題

例 3.
{ ∫

ex sin x dx = 1
2ex(sin x − cos x) + C∫

ex cos x dx = 1
2ex(sin x + cos x) + C

( 見課堂說明。)
例 4. 計算

∫
ln x dx.∫

ln x d (x) = ln x · x −
∫

x d (ln x)

= x ln x −
∫

1 dx

= x ln x − x + C

18 / 52
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變換變數法 ↔ 連鎖法則

變換變數法原理：

由連鎖法則：

f ( g (x) )′ = f ′(g (x)) · g ′(x)
積分====⇒

∫
f ′(g (x))g ′(x) dx = f (g (x)) + C

可以用下列方法簡化：∫
f ′(g (x))g ′(x) dx =

∫
f ′(g (x)) d(g (x))

u=g (x)====⇒
∫

f ′(u) du = f (u) + C

19 / 52
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變換變數法-例題

例 1. 計算
∫

xex2 dx∫
xex2 dx =

1

2

∫
ex2 d

(
x2
) u=x2

=
1

2

∫
eu du

=
1

2
eu + C代回= 1

2
ex2 + C

例 2. 計算
∫

tan x dx∫
tan x dx =

∫ sin x
cos x dx = −

∫
1

cos x d(cos x)

u=cos x
= −

∫
1

u du = − ln |u|+ C

代回
= − ln | cos x|+ C = ln | sec x|+ C

20 / 52
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變換變數法-例題

例 3. 計算
∫

tan−1 x dx

原式
x=tan u
=

∫
tan−1(tan u) d(tan u)

=

∫
u d(tan u)

= u tan u −
∫

tan u du

= u tan u − ln | sec x|+ C
代回
= x tan−1 x − ln

(√
1 + x2

)
+ C
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變換變數的定積分形式

定積分形式：

∫ b

a
f ′(g (x)) g ′(x) dx =

∫ b

a
f ′(g (x))d (g(x))

u=g (x)
=

∫ g (b)

g (a)
f ′(u)du

= f (g (b))− f (g (a))

例： 計算
∫ π

o 3 cos2 x sin x dx

原式 = −
∫ π
0 3 cos2(x) d(cos x)

u=cos x
= −

∫ cosπ
cos 0 3u2 du

= −
∫ −1
1 3u2 du = −u3|−1

1 = 2

22 / 52
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一個其他積分的例子

計算
∫

1√
1+x2 dx。

原式
x=tan θ
=

∫
1√

1+tan2 θ
d(tan θ) =

∫
1

sec θ sec2 θ dθ

=
∫

sec θ dθ =
∫

1
cos θ dθ

=
∫

1
cos2 θ cos θ dθ =

∫
1

1−sin2 θ
d(sin θ)

sin θ=u
=

∫
1

1−u2 du = 1
2

∫ (
1

1−u + 1
1+u

)
du

= 1
2 ln

∣∣∣1+u
1−u

∣∣∣+ C u=sin θ
= 1

2 ln
∣∣∣1+sin θ
1−sin θ

∣∣∣+ C

= ln
∣∣∣1+sin θ

cos θ

∣∣∣+ C = ln | sec θ + tan θ|+ C

θ=tan−1 x
= ln |

√
1 + x2 + x |+ C
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標準的例子

例 1
{ ∫

1
x dx = ln |x|+ C∫
1
xn dx = 1

1−nx1−n + C (n ̸= 1)

例 2


∫ x

x2+1
dx = 1

2 ln(x2 + 1) + C∫ x
(x2+1)n dx = 1

2(1−n)(x2 + 1)1−n + C

例 3


E1 (x) =

∫
1

x2+1
dx = tan−1 x + C

En (x) =
∫

1
(x2+1)n dx

= 2n−3
2n−2En−1 (x) + 1

2(n−1) ·
x

(x2+1)n−1 + C
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有理函數 P (x)
Q (x) 的積分步驟

1. P (x)
Q (x) =商式 ( 多項式 ) + 餘式Q (x)

只考慮
∫ P (x)

Q (x) dx, 其中 P (x) 的次數 < Q (x) 的次數。

2. Q (x) = Q1 (x) ·Q2 (x) · · ·Qk (x) 其中 Qi (x) 是 Q (x) 的因式

∀i。

Qi (x) 其形如下：{
一次因式： (x + α)m, m ∈ N
二次因式： (x2 + βx + γ)n, n ∈ N 且 β2 − 4γ < 0

3. P (x)
Q (x) =

P1 (x)
Q1 (x) +

P2 (x)
Q2(x) + · · ·+ Pk (x)

Qk (x) 其中 Pi (x) 次數 < Qi (x)

次數 ∀i。
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有理函數 P (x)
Q (x) 的積分步驟

4.
Pi (x)
Qi (x) 符合


Pi (x)

(x+α)m = A1
(x+α) +

A2
(x+α)2

+ · · ·+ Am
(x+α)m

Pi (x)
(x2+βx+γ)n = B1x+C1

(x2+βx+γ)
+ · · · Bnx+Cn

(x2+βx+γ)n

這兩種情況。

5. 根據前面介紹的標準例子，去計算
∫ P (x)

Q (x) dx。
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有理函數積分-例子

例 1. 計算
∫

1
x(x−1)2

dx.

(細節請見課堂說明。)
因為

1

x(x − 1)2
=

1

x +
−1

x − 1
+

1

(x − 1)2

∫
1

x(x − 1)2
dx =

∫ (
1

x +
−1

x − 1
+

1

(x − 1)2

)
dx

= ln |x| − ln |x − 1| − 1

x − 1
+ C
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有理函數積分-例子
例 2. 計算

∫ x
(x−1)(x2+1)2

dx

(細節請見課堂說明。)
因為

x
(x − 1)(x2 + 1)2

=
1
4

x − 1
+

−1
4 (x + 1)

x2 + 1
+

−1
2 (x − 1)

(x2 + 1)2

原式 =

∫ ( 1
4

x − 1
+

−1
4 (x + 1)

x2 + 1
+

−1
2 (x − 1)

(x2 + 1)2

)
dx

=

∫ (
−1

4

( −1

x − 1
+

1

x+1 +
x

x2 + 1

)
+

1

2

( 1

(x2 + 1)2
+

x
(x2 + 1)2

))
dx
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有理函數積分-例子

=
−1

4

(
− ln |x − 1|+ 1

2
ln(x2 + 1) + tan−1 x

)

+

(
1

4(x2 + 1)
+

1

4

(
tan−1 x + x

x2 + 1

))
+ C

=
−1

4
ln

√
x2 + 1

|x − 1|
+

1

4

x + 1

x2 + 1
+ C
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三角函數積分

考慮
∫

f (x) g (x) dx 的不定積分，其中 f (x) 和 g (x) 為三角函數

的冪次函數。( 所有三角函數都是 sin x 和 cos x 或者其倒數的乘

積。)

我們只需要處理：

∫
sinm x cosn x dx m, n ∈ Z

就 m, n 情形分以下兩個情況：

(1) m 或 n 是奇數。
(2) m 和 n 都是偶數。
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三角函數積分-情況 (1) 和 (2)
(1) m 或 n 是奇數。
以 m = 2k + 1 為例 ( 或 n = 2k + 1 注意 k 可能為負數)∫

sinm x cosn x dx =
∫

sin2k+1 x cosn x dx

=
∫

sin2k x cosn x ( sin x dx) = −
∫
(1− cos2 x)k cosn x d (cos x)

u=cos x
= −

∫
(1− u2)k un du(

u 的有理函數的不定積分
)

(2) m 和 n 都是偶數。
先考慮三角恆等式：

cos 2θ = 2 cos2 θ − 1 = 1− sin2 θ

當 m, n 次數減半，再利用 (1) 或 (2) 的步驟繼續下去。
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三角函數積分-例題
例 1. 計算

∫
sin3 x cos2 x dx

原式 = −
∫

sin2 x cos2 x d(cos x) = −
∫
(1− u2)u2 du

=
∫
(−u2 + u4) du = −u3

3 + u5

5 + C

= − cos3 x
3 + cos5 x

5 + C

例 2. 計算
∫

sin2 x cos2 x dx.

原式 =
1

4

∫
(1− cos 2x) · (1 + cos 2x) dx

=
1

4

∫
(1− cos2 2x) dx =

1

4

(
1− 1 + cos 4x

2

)
=

1

8

∫
(1− cos 4x) dx =

x
8
− sin 4x

32
+ C
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三角函數積分-例題

例 3. 
∫

sec3 x dx −
∫

tan2 x sec x dx = ln | sec x + tan x|+ C∫
sec3 x dx +

∫
tan2 x sec x dx = tan x sec x + C

⇒


∫

sec3 x dx = 1
2

(
tan x sec x + ln | sec x + tan x|

)
+ C∫

tan2 x sec x dx = 1
2

(
tan x sec x − ln | sec x + tan x|

)
+ C(

見課堂說明
)
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面積-例題
例： 橢圓： x2

a2 + y2
b2 = 1 的面積 = abπ。

說明：

橢圓面積等於上半橢圓面積的兩倍。

Figure:

面積 = 2 ·
∫ a

−a

√
b2(1− x2

a2 ) dx

u= x
a= 2 · a · b

∫ 1

−1

√
1− u2 du

= 2 · a · b · π
2 = abπ
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曲線的長度

公式：

y = f (x) (如下圖) 定義在 [a, b] 上，則函數曲線的長度為

長度 =

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2 dx

曲線長度可以用一個黎曼和來逼近

曲線長度 ≈
N∑

i=1

√
△ x2i + f ′(ξi)2 △ x2i =

N∑
i=1

√
1 + ( f ′(ξ) )2 △ xi

(見課堂說明。)
當 n → ∞，黎曼和逼近下列式子

長度 =

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2 dx
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曲線的長度-例題

例： 求 x2 + y2 = r2 圓周長。
隱函數微分得到：dy

dx = − x
y。

圓周長 = 2×
∫ r

−r

√
1 +

(
dy
dx

)2

dx = 2

∫ r

−r

√
x2 + y2

y2 dx

= 2r
∫ r

−r

1

r2 − x2 dx
u= x

r= 2r
∫ 1

−1

1√
1− u2

du

= 2r · sin−1 u|1−1 = 2r
(π
2
− (−π

2
)
)

= 2πr
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旋轉體體積-圓盤法
說明：

設 y = f (x) ≥ 0 定義在 [a, b] 上，考慮 f (x) 圖形，x = a，

x = b，與 x− 軸所圍成的區域，求這個區域繞 x− 軸旋轉之旋轉

體體積 (如圖)。

旋轉體體積 =

∫ b

a
π f 2(x) dx
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旋轉體體積-圓盤法

例： 半徑 r 之球體積 = 4
3πr3。

說明：
半徑 r 的球，可想成 x2 + y2 ≤ r2 的上半圍繞 x− 軸旋轉之
旋轉體。因此函數是 y =

√
r2 − x2。

球體積 =

∫ r

−r
π(
√

r2 − x2)2 dx = π

∫ r

−r
(r2 − x2) dx

= π(2r3 − 1

3
(2r3)) = 4

3
πr3
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旋轉體體積-殼形法

說明：

如果換個方向，考慮上述 y = f (x) 圖形下區域對 y− 軸旋轉的旋
轉體體積 (如圖)。

旋轉體體積 =

∫ b

a
2π x f (x) dx
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旋轉體體積-殼形法

例： 半徑 r 之球體積 = 4
3πr3。

說明：
求體積是右半圓 (x ≥ 0) 繞 y− 軸旋轉的結果，這個區域可
以寫成

0 ≤ x ≤ r, −
√

r2 − x2 ≤ y ≤
√

r2 − x2

得

球體積 =

∫ r

0
2πx

(√
r2 − x2 − (−

√
r2 − x2)

)
dx

= 4π

∫ r

0
x
√

r2 − x2 dx = 4π

(
−(r2 − x2) 3

2

3

)∣∣∣∣r
0

=
4

3
πr3
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橫桿的重心

A, B 兩個物體放在 x− 軸上，且 A 的坐標為 a，B 的坐標為 b，

A, B 的重心 ā =
mA · a + mB · b

mA + mB

推廣：

n 個物體 Ai, i = 1 · · · , n。令這 n 個物體 Ai 之重量為 mi，坐標

各為 ai，且令重心坐標為 ā，於是利用槓桿原理可以得到

ā =
m1a1 + m2a2 + · · ·+ mnan

m1 + m2 + · · ·+ mn
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橫桿的重心

考慮重心的位置時，我們將第一部分的物體，想成是一集中在

ā1 且重量 M1 的大物體；而第二部分的物體，則是集中在 ā2 且

重量為 M2 的另一物體，我們可以得到

全部物體的重心ā = 這兩大物體的重心 =
M1ā1 + M2ā2

M1 + M2

註：這個基本原理稱為重心分解原理。

46 / 52



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

黎曼和與定積分 微積分基本定理 基本積分技巧 有理函數積分 三角函數積分 幾何度量 重心

橫桿的重心

將橫桿置於 [a, b] 上，其密度以 ρ(x) 表示。

重心 =

∫ b
a xρ(x) dx∫ b
a ρ(x) dx

(見課堂說明。)
例： 設密度 ρ (x) = x ，其中 0 ≤ x ≤ 1，計算此桿之重心？

說明：

重心 =

∫ 1
0 x · x dx∫ 1
0 x dx

=
x3
3

∣∣1
0

x2
2

∣∣1
0

=
2

3
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平面分布的重心

計算平面區域重心坐標時，可以在 x 方向，y 方向上分開計算，

其 x 坐標與 y 坐標各自之重心，即得全體之重心。也就是若設

此 n 物體坐標各為 (x1, y1), (x2, y2), · · · , (xn, yn)，則

重心(x̄, ȳ) =
(∑

mixi∑
mi

,

∑
miyi∑
mi

)

註：重心公式仍然滿足前述之重心分解原理。
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平面分布的重心

將 [a, b] 作等分割，任取 ξi ∈ [xi−1, xi] 。再構作一系列長方形：

以 f(ξi)− g(ξi) 為長方形的長，△xi 為寬，則這些長方條組合構

成此區域的近似。但是長方形 [xi−1, xi]× [g (ξi), f (ξi)] 的重心 (形

心) 已知在兩對角線相交處，即第 i 長方條重心

(x̄i, ȳi) =

(
xi−1 + xi

2
,
f (ξi) + g (ξi)

2

)
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平面分布的重心

所以利用上述的黎曼和，得到下列公式 ( 假設 ρ 是常數)

x̄ =

∫ b
a x(f (x)− g (x)) dx∫ b
a (f (x)− g (x)) dx

ȳ =
1

2

∫ b
a (f 2(x)− g 2(x)) dx∫ b

a (f (x)− g (x)) dx

注意：這個公式和密度常數 ρ 無關，重心只和區域幾何形狀有

關，稱為形心。
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平面分布的重心

例： 將 1
4 單位圓放在第一象限，求其重心。

面積 =
1

4
· πr2 = π

4
r2，因此

x̄ = 1
πr2
4

∫ r

0
x
√

1− x2 dx

= 4
πr2 (−

(1−x2)
3
2

3

∣∣r
0
) = 4

3π r

ȳ = 1
2

1
π
4

r2

∫ r

0
(r2 − x2) dx

= 2
πr2
(

r2x − x3
3

∣∣r
0

)
= 4

3π r

註：半徑 r，中心在原點的半圓，其重心 (0, 4
3π r)
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Pappus 定理

Pappus 定理
區域重心在(x̄, ȳ)，則

其繞 x-軸旋轉之旋轉體體積 = 2πȳ · (Ω 的面積)

例： 求球體積。

說明：

已知半圓重心 = (0, 4
3π r)，用 Pappus 定理知：

球體積 = 半圓繞x −軸的旋轉體體積

= 2π · ( 4
3π r) · (π2 r2) = 4

3πr3
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