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導數

定義：

函數 f (x) 在 a 點的導數定義為

f ′(a) = lim
h→0

f (a + h)− f (a)
h 或 f ′(a) = lim

x→a
f (x)− f (a)

x − a

性質：

(1) (f (x)± g (x))′ = f ′(x)± g ′(x)
(2) (f (x)g (x))′ = f ′(x)g (x) + f (x)g ′(x)

(3)
(

1
g (x)

)′
= − g ′(x)

g (x)2
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連鎖法則

連鎖法則：

若 F (x) = f ( g (x))，則 F (x) 的導函數為

F ′(x) = (f (g (x))) ′ = f ′(g (x)) · g ′(x)

其中關鍵：

F (x + h)− F (x)
h =

f (g (x + h))− f (g (x))
h

=
f (g (x + h))− f (g (x))

g (x + h)− g (x) · g (x + h)− g (x)
h

5 / 45
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連鎖法則

Leibniz 表示法：

△ z
△x =

△z
△y · △y

△x

若 △x → 0，則

d z
d x =

d z
d y · d y

d x

6 / 45



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

導數 連鎖法則與反函數的導數 隱函數微分 平均值定理 描述函數的圖形 微分的應用-最佳化

連鎖法則-例子

例 1. sin(x2) 和 (sin x)2 的導函數

例 2.
√

1 + cos (x 2) 的導函數(√
1 + cos (x 2)

)′
=

1

2
√

1 + cos (x 2)
· (1 + cos (x 2)) ′

= − x sin (x 2)√
1 + cos (x 2)
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反函數的導函數

性質：

若 g (x) 是 f (x) 的反函數，則

g ′(x) = 1

f ′(g (x))

證明：

由於 f ( g (x)) = x，所以

f ′(g (x)) · g ′(x) = 1 ⇒ g ′(x) = 1

f ′( g (x))
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應用

1. 反三角函數。

(sin−1 x)′ = 1
cos(sin−1 x) =

1√
1−x2

(cos−1 x)′ = (π2 − sin −1x) ′ = −1√
1−x2

(tan−1 x)′ = 1
sec 2(tan −1x) =

1
1+x2

(cot−1 x)′ = (π2 − tan −1x) ′ = −1
1+x2

(sec−1 x)′ = 1
sec(tan −1x) tan(tan −1x) =

1
|x|

√
x2−1

(csc−1 x)′ = (π2 − sec−1 x)′ = −1
|x|

√
x2−1
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應用

2. 指數函數。
令 f(x) = ln x、反函數 g (x) = ex

(ex) ′ = 1

f ′
(

g (x)
) = 1

1/ex = ex

(ax)′ = ln a · ax
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應用

3. 指數微分型式。(
f(x)g(x))′ = g(x) · f(x)g(x)−1 · f ′(x) + ln f(x) · f(x)g(x) · g′(x)

利用 f(x)g(x) ≡ eg(x) ln f(x)，見課堂說明。

4. 對數微分型式。
若 f(x) = (f1(x))m1 · (f2(x))m2 · · · (fk(x))mk，則

f ′(x) = f(x) ·
k∑

i=1

mi ·
fi ′(x)
fi(x)

利用 (ln f(x))′，見課堂說明。
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函數曲線參數式

函數曲線參數式：

設函數曲線有參數式 (x (t), y (t)) 且 x (t0) = a, y (t0) = b，
則在 t = t0

斜率表示式為： y ′(t0)
x ′(t0)

切線方程式為：(y − b) = y ′(t0)
x ′(t0) · (x − a)

12 / 45
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高階導函數

二階導函數：

一般表示：(f ′(x)) ′ = f ′′(x)

Leibniz 表示： d
dx(

d
dx f (x)) ≡ ( d

dx)
2f (x) ≡ d 2 f

dx 2 (x) 或 d 2 y
d x2

n 階導函數：

一般表示：f (n)(x) ≡ (f (n−1)(x)) ′

Leibniz 表示： d n f
d x n 或

d n y
d x n

13 / 45
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高階導函數例子

例 1. f (x) = xn

f (m)(x) =
{

n ! m = n
0 m > n

例 2. f (x) = sin x

d k

dx k (sin x) =


sin x, k = 4m
cos x, k = 4m + 1

− sin x, k = 4m + 2
− cos x, k = 4m + 3

例 3. f (x) = e x

d k

dx k (e x) = e k ∀k ∈ N

14 / 45
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聲明：

除非另外聲明，我們將假設所討論的函數，在其定義域上可以一
直做更高階的導函數，也因此所有的 n 階導數都是連續的。這
種函數稱為「好」的函數。

基本事實：

多項式函數、有理函數、三角函數、反三角函數、指數函數、對
數函數都是好的函數。
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例子說明

斜率及切線作法：

一圓 x 2 + y 2 = r 2 上，對 x 微分得

2 x + 2 y (x) · y ′(x) = 0 ⇒ y ′(x) = − x
y (x)

在 (x0, y0) 點的切線斜率為 − x0
y0，切線方程式為

(y − y0) = −x0
y0

(x − x0)

17 / 45



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

導數 連鎖法則與反函數的導數 隱函數微分 平均值定理 描述函數的圖形 微分的應用-最佳化

例子說明

二階導函數作法：

x 2 + y 2 = r 2 ⇒ 2x + 2yy ′ = 0(等號兩邊對微分) (1)

⇒ y ′ = −x
y

由(1) ⇒ 2 + 2(y ′)2 + 2yy ′′ = 0(等號兩邊再微分)

⇒ 1 + (−x
y ) 2 + yy ′′ = 0(消去 2 後代入y ′)

⇒ y ′′ = − r 2
y 3

18 / 45
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Rolle 定理

Rolle 定理：
若 y = f (x) 滿足 f (a) = f (b) = 0，其中 a < b，則必有一點
ξ , a < ξ < b 且 f ′(ξ) = 0

20 / 45
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平均值定理及應用

平均值定理：

考慮 [a, b] ⊂ f (x) 的定義域，則必有一點 ξ，a < ξ < b，使得

f ′(ξ) = f (b)− f (a)
b − a

例： 說明 | sin a − sin b| ≤ |a − b|

sin a − sin b
a − b = cos ξ

⇒| sin a − sin b| = | cos ξ||a − b| ≤ |a − b|

21 / 45
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反導函數與不定積分

反導函數定義：

若 F (x) 滿足 F ′(x) = f (x)，我們稱 F (x) 為 f (x) 的一個反導函
數。

例 1. x2
2 是 x 的反導函數， x2

2 + 1 也是 x 的反導函數。

例 2. sin x 是 cos x 的反導函數，sin x+1 也是 cos x 的反導函數。

22 / 45
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反導函數與不定積分

引理

若 g (x) 定義在 (a, b) 上，且對任意 x ∈ (a, b)，g ′(x) = 0，則

g (x) 是常數函數。

性質

若 f (x) 定義在 (a, b) 上，且 F1(x),F2(x) 是 f (x) 的反導函數，則

F1(x) = F2(x) + C。
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反導函數與不定積分

不定積分定義:
f (x) 所有的只差一個常數的反導函數全體，稱為 f (x) 的不定積
分，以記號

∫
f(x) dx 來表示。

例 1.
∫

x dx = x2
2 + C

例 2.
∫

1
x dx = ln |x|+ C
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切線與線性逼近

線性逼近：( 切線局部上可以取代 y = f (x) )

切線方程式：y = L (x) = f (a) + f ′(a)(x − a)

⇒f (a + h) ≈ L (a + h) = f (a) + f ′(x))h 當 h 很小

或寫成△ y = f (a + h)− f (a) ≈ f ′(a)△ x
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線性逼近的其他應用

1. (1 + x) r 之應用：

在 x = 0 附近，
(1 + x) r ≈ 1 + rx

例： 1.001
1
5 = (1 + 0.001)

1
5 ≈ 1 + 1

50.001 = 1.0002
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線性逼近的其他應用

2. 微分式：
△y ≡ f (a + h)− f (a) ≈ f ′(a)h = f ′(a)△ x
當 △y ,△x → 0 時，

d y = f ′(a) d x = (
d y
d x)

∣∣∣
x=a

d x

d y =
d y
d x d x

例： y = x2 之微分式。
y = x2 ⇒ dy = (x2) ′d x = 2x d x
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0 階逼近、1 階逼近與誤差
f (x) = 零階逼近式 + 誤差 = f (a) + E0 (x)
其中 E0 (x) 表示此 0 階逼近的誤差。
零階誤差表示法：(這就是平均值定理)

f (x) =
(

f (a)
)
+

(
f ′(ξ)(x − a)

)
=

(
0 階逼近

)
+

(
誤差E0 (x)

)
一階誤差表示法：(第四章會證明)

f (x) =
(

f (a) + f ′(a)(x − a)
)
+

( f ′′(ξ)
2

(x − a)2
)

=
(
一階逼近

)
+

(
誤差E1 (x)

)
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函數起伏-遞增、遞減與極值

定義 (遞增、遞減與極值)：

(1) (圖 (a)) 如果對任意 x1, x2 ∈ (a, b) 且 x1 > x2 ,f (x) 滿足
f (x1) > f (x2)，我們說 f (x) 在 (a, b) 上遞增 (起)。

(2) (圖 (b)) 如果對任意 x1, x2 ∈ (a, b) 且 x1 > x2, f (x) 滿足
f (x1) < f (x2)，我們說 f (x) 在 (a, b) 上遞減 (伏)。

(3) (圖 (c)) 如果在某點 c ∈ (a, b) 附近的函數值都大於 f (c)，則
f (c) 稱為 f (x) 的極小值 (谷底)；反之若在 c 附近點的函數
值都小於 f (c)，則 f (c) 稱為極大值 (峰頂)。
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函數圖形-遞增、遞減與極值

(a) 遞增函數圖形 (b) 遞減函數圖形

(c) 極值的函數圖形
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判斷極值的性質

性質 1：
f (x) 在 (a, b) 上，若 f ′(x) > 0 則 f (x) 遞增；若 f ′(x) < 0 則

f (x) 遞減。因此若 f (c) 是極值則 f ′(c) = 0。

性質 2 (極值的一階測試)：

若在點 c 附近 f ′(x) 滿足

(1)

{
f ′(x) > 0, 當x > c
f ′(x) < 0, 當x < c ⇒f (c) 為極小值

(2)

{
f ′(x) < 0, 當x > c
f ′(x) > 0, 當x < c ⇒f (c) 為極大值
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判斷極值的性質

性質 3 (極值的二階測試)：
若f ′(c) = 0且f ′′(c) > 0, 則f (c)是極小值。
若f ′(c) = 0且f ′′(c) < 0, 則f (c)是極大值。
若f ′′(c) = 0 時, 無法判斷。
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圖形起伏的難易-凹性與反曲點

函數 f (x)，點 (a, f (a))，二階導數 f ′′(a)。
(圖 (a)) 若 f ′′(a) > 0，則稱為 f (x) 在 a 點是凹向上的。
(圖 (b)) 若 f ′′(a) < 0，則稱為 f (x) 在 a 點是凹向下的。
若 f ′′(a) = 0或不存在，且在 x = a 兩邊的凹性相反，則稱
(a, f (a)) 為 f (x) 的反曲點。

(a) f ′′(a) > 0，凹向上 (b) f ′′(a) < 0，凹向下
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漸近線

(1) 水平漸近線：
若 lim

x→∞
f (x) = L 或 lim

x→−∞
f (x) = M，則 f (x) 有水平漸近線

y = L 或 y = M。一個函數頂多只有兩條水平漸近線。
(2) 垂直漸近線：
當 x 靠近 a 點時，函數值會趨近於 ∞ 或 −∞ ，則 x = a 為
f (x) 的垂直漸近線。一個函數可能有非常多條垂直漸近線。

(3) 斜漸近線：
假設斜漸近線存在，若 lim

x→±∞
f (x)− (mx + k) = 0，則稱為

y = mx + k 為 f (x) 的斜漸近線。換句話說，當 x 趨近 ±∞，

f (x) 會越來越靠近一斜漸近線 y = mx + k。一個函數頂多只
有兩條斜漸近線。
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描繪函數

描繪函數技巧要點：

(1) 對稱性。
(2) 遞增或遞減。
(3) 極值。
(4) 凹性。
(5) 反曲點。
(6) 漸近線。
(7) x 截距與 y 截距。
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描繪函數例子-1

作圖： y = x3 − 3x + 3

(請見課堂說明。)
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描繪函數例子-2

作圖： y = x + 1/x
(請見課堂說明。)
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應用問題討論-1

例 1. 討論 f (x) = x3 − x 極大極小值。
f ′(x) = 3x2 − 1，所以 x = ± 1√

3
為候選點，藉由一階二階判

定測試。

f ( 1√
3
) = − 2

3
√
3

為極小值

f (− 1√
3
) =

2

3
√
3

為極大值
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應用問題討論-1
在以下 x 的範圍，f (x) 最大最小值。

(1) 在 x ∈ [−1, 1]，f (−1) = f (1) = 0，所以最大值 = 2√
3
，最小

值 = − 2√
3
。

(2) 在 x ∈ [−2, 2]，f (−2) = f (2) = 6，所以最大值 = 6，

最小值 = −6。

(3) 在 x ∈ (−2, 2)， lim
x→2−

f (x) = 6 和 lim
x→−2+

f (x) = −6，但是函

數

在此限定區間無法達到其極限值，所以最大和最小不存在。

(4) 在 x ∈ R， lim
x→−∞

f (x) = −∞ 和 lim
x→+∞

f (x) = +∞，所以最

大和最小不存在。
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應用問題討論-2
例 2. 欲設計一長方體牛奶盒 (如圖)，體積固定為 2000 立方公

分，上下底為正方形，且正方形材質之成本為側邊長方形材

質成本之 2 倍，請問底部正方形的邊長與牛奶盒高應為多
少，才能使花費的成本最少？
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應用問題討論-2
說明：

設底正方形邊長為 a 公分，高為 b 公分，並設側邊長方形
單位面積之成本為 λ 元/公分 2 。

(1) 總成本 = λ · 4ab + (2λ) · 2a 2 = 4λ(a 2 + ab)
(2) 體積 = a 2b = 2000。

總成本函數為

C (a) = 4λ(a 2 +
2000

a ) a > 0

⇒ C ′(a) = 4λ(2a − 2000

a 2
) = 0 ⇒ a = 10

由一階二階測試得知：C ′′(10) > 0 極小值。

⇒ a = 10，b = 20。
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應用問題討論-3

例 3. 費馬原理 (Fermat Principle)
「光所遵循的路徑是最節省時間的路徑」稱為費馬原理。

光所走的路徑如圖所示：
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應用問題討論-3
說明：

令所花的時間為 T (x)

T (x) =
√

x2 + a2
v1

+

√
(d − x)2 + b2

v2

T ′(x) = x√
x 2 + a 2

· 1

v1
− (d − x)

(d − x)2 + b2 · 1

v2
= 0

⇒ T ′(x) = 0 (費馬原理)

⇒ sin θ1
sin θ2

=
v1
v2

(折射原理)
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