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函數與圖形 方程式與平面曲線; 隱函數 反函數 反三角函數 連續函數與極限 e 與自然對數

Outline

函數與圖形

方程式與平面曲線; 隱函數

反函數

反三角函數
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e 與自然對數
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函數定義

函數必須滿足兩個條件：

(1) 在定義域中的每一元素只能對應一個函數值 (即不能一對

多)，因此垂直於 x− 軸的直線與函數圖形的交點不能超過

兩點。

(2) 定義域中的每一元素都都必須有對應的函數值。
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單變數：R → R

多項式函數：

y = f (x) = anxn + · · ·+ a1x + a0

(a) y = x2 − 2x (b) y = −(x2 − 1)(x2 − 4)
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單變數：R → R

有理函數：

y = f (x) = P (x)
Q (x) , 其中 P(x),Q(x) 為多項式函數。

(a) y = 2x
x−1

(b) y = 1 + x
x4+1
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單變數：R → R

三角函數：

(a) y = sin x (b) y = cos x
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單變數：R → R

(a) y = tan x (b) y = cot x

(c) y = csc x (d) y = sec x
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單變數：R → R

基本的指數和對數函數圖形：

(a) y = 2x (b) y = log10(x)
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多變數：Rn → R

雙變數函數 (n = 2)：

z = f (x, y)

(a) z = x2 + y2 (b) z = x2 − y2
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多變數：Rn → R

多變數函數：

z = f (x1, x2, . . . , xn)

例：

f (x, y, z) =
√

x2 + y2 + z2

(空間一點與原點的距離)

f (x1, x2, . . . , xn) =
1
n(x1 + x2 + . . .+ xn)

(平均值)
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參數式：R → R2

參數式：

X (t) = (a + αt, b + βt) (平面直線參數式 )
X (t) = (a + αt, b + βt, c + γt) (空間直線參數式 )
X (t) = (cos t, sin t) (單位圓的參數式 )
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數列：N → R

數列：

an 數列表示為 an = f(n), n = 1, 2, 3, 4 . . .

例： an = n
an = −1

n
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平面曲線

敘述：

常見的平面曲線圖形通常可以用：F (x, y) = C，C 為常數來表

示。F(x, y) = C 的圖形就是 R2 中所有滿足方程式 F(x, y) = C

的點。

例：

(a) x = y2 (b) x = sin y
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二次曲線

(a) x2 + y2 = 1 (b) x2
a2 + y2

b2 = 1

(c) x2
a2 − y2

b2 = 1 (d) y2 = 4cx
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隱函數

F (x, y) = C 的圖形可以逐段拆解成一些函數圖形的組合。這些

函數 y = fi(x) 不見得可寫出明顯的函數公式，因此稱為隱函數，

並滿足 F (x, f i(x)) = C。

例： y2 = x ⇒ y = ±
√x

(a) y =
√x (b) y = −

√x
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方程式圖形的對稱性

當函數 F(x, y) 有一些特別性質時，它對應的圖形

Γ ≡
{
(x, y) ∈ R2|F(x, y) = C

}
, C ∈ R

就會具備一些對稱性。

性質：

(1) F (x, y) = F (x,−y) ⇒ Γ 對 x-軸對稱。
(2) F (x, y) = F (−x, y) ⇒ Γ 對 y-軸對稱。
(3) F (x, y) = F (−x,−y) ⇒ Γ 對原點對稱。

(4) F (x, y) = F (y, x) ⇒ Γ 對 y = x 對稱。
註：反敘述並不成立。
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補充內容

1. 如果 f (x) 滿足f (−x) = f (x)，f (x) 稱為偶函數，且 f (x) 函

數圖形對稱 y-軸。

2. 如果 f (x) 滿足f (−x) = −f (x)，f (x) 稱為奇函數，且 f (x) 函

數圖形對稱原點。

例：

(a) 偶函數：y = x4 − 2x2 +6 (b) 奇函數：y = x5−7x3+4x

18 / 38
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反函數定義

定義：

兩函數 f (x), g (x) 如果滿足 f (g (x)) = x 且 g (f (x)) = x 則
稱 g (x) 是 f (x) 的反函數。
註：反函數的圖形與原函數圖形對稱 y = x。

例：

(a) y = x3 ⇐⇒ y = x 1
3 (b) y = 2x ⇐⇒ y = log2(x)

20 / 38
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反運算例子

y = x2 ⇒反函數為x = y2 ⇒ y = ±
√x 正確嗎?

(詳情請見課堂說明。 )

(a) y = x2 (b) x = y2
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反三角函數的定義域與值域

sin−1 x : [−1, 1] →
[−π

2 , π2
]

cos−1 x : [−1, 1] → [0, π]

tan−1 x : R →
[−π

2 , π2
]

cot−1 x : R → [0, π]

sec−1 x : (−∞,−1]
∪

[1,∞) →
[
0, π2

)∪ (
π
2 , π

]
csc−1 x : (−∞,−1]

∪
[1,∞) →

[
−π

2 , 0
)∪ (

0, π2
]
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反三角函數的圖形

(a) y = sin−1 x (b) y = − cos−1 x (c) y = − tan−1 x

(d) y = cot−1 x (e) y = − csc−1 x (f) y = − sec−1 x
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反三角試算例子
例： 計算 cos (sin−1 x)。

1.
(
圖 (a) 正常角

)
，即 0 ≤ x ≤ 1 ⇒ 0 ≤ sin−1 x ≤ π

2

cos(sin−1 x) = cos θ =
√

1− x2

2.
(
圖 (b) 廣義角

)
，即 −1 ≤ x ≤ 0 ⇒ −π

2 ≤ sin−1 x ≤ 0

cos(sin−1 x) = cos θ =
√

1− x2

(詳情請見課堂說明。 )

(a) 正常角 (b) 廣義角

25 / 38



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

函數與圖形 方程式與平面曲線; 隱函數 反函數 反三角函數 連續函數與極限 e 與自然對數

Outline

函數與圖形

方程式與平面曲線; 隱函數

反函數

反三角函數

連續函數與極限

e 與自然對數

26 / 38



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

函數與圖形 方程式與平面曲線; 隱函數 反函數 反三角函數 連續函數與極限 e 與自然對數

連續函數

f (x) 是連續函數，必須滿足對定義域中的每一點 a，在 a 附近的

點都會對應到 f (a) 的附近。

已知事實：我們所熟悉的基本函數在有定義的地方都是連續函

數。

例：

f (x) = 2x 是連續函數。
f (x) = 1

x 在 x ̸= 0 時連續。
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數列的極限

給定一數列 an， lim
n→∞

an = L 或數列 an 的極限為 L

的意思是 「隨著n 變大，an 終究會落到L 的附近。」
例：

an = 1
n ⇒ lim

n→∞
an = 0

an = n，則 an 極限為無窮大或沒有極限。

an = (−1)n，則 an 沒有極限。
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夾擊法或三明治法

夾擊法或三明治法：

若 cn ≤ an ≤ bn 且 lim
n→∞

cn = lim
n→∞

bn = a, 其中 a 是常數，
則 lim

n→∞
an = a。

例：

an = sin n
n ⇒ lim

n→∞
an = 0
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極限四則運算

性質：

設 L、M 是實數，若 lim
n→∞

an = L， lim
n→∞

bn = M，則

(1) lim
n→∞

(an ± bn) = L ± M

(2) lim
n→∞

(an · bn) = L · M

(3) 如果 M ̸= 0， lim
n→∞

an
bn

= L
M

(4) 若 f (x) 在 L 連續，則 lim
n→∞

f (an) = f (L)
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函數的極限

函數 f (x) 在 x 逼近 a 有極限 L，記為 lim
x→a

f (x) = L，其意義為
「 在a 附近的點x (不包含a ), 其函數值f (x) 都會落到L的附近。」

性質：

若 f (x) 在 a 點連續，則 lim
x→a

f (x) = f (a)。
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函數極限的四則運算與例子

性質：

設 a、L、M 是實數，若 lim
x→a

f (x) = L， lim
x→a

g (x) = M，
則

(1) lim
x→a

(f (x)± g (x)) = L ± M

(2) lim
x→a

(f (x) · g (x)) = L · M

(3) 若 M ̸= 0， lim
x→a

f (x)
g (x) =

L
M

(4) 若 h (x) 在 L 連續 ⇒ lim
x→a

h (f (x)) = h (L)
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函數極限之例子

lim
x→a

f (x)−f (a)
x−a 是重要的函數極限。

例： f (x) = x2

說明：

lim
x→a

f(x)− f(a)
x − a = lim

x→a
x2 − a2
x − a = lim

x→a
x + a = 2a
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函數極限之例子

例： lim
x→0

sin x
x = 1。

說明：

∵ 1

2
· 1 · sin x ≤ 1

2
· 12 · x ≤ 1

2
· 1 · tan x

⇒ cos x ≤ sin x
x ≤ 1

(詳情請見課堂說明。)
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函數極限之例子

3. 右極限 lim
a→a+

f(x) 和左極限 lim
a→a−

f (x)。

例： f (x) = √x

說明：

lim
a→0+

√x = 0 但是 lim
a→0−

√x 不存在。

4. 無窮遠的極限 lim
x→±∞

f (x) = L。

例：

lim
x→∞

√
x2+1
x = 1 和 lim

x→−∞

√
x2+1
x = −1。
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Outline

函數與圖形

方程式與平面曲線; 隱函數

反函數

反三角函數

連續函數與極限

e 與自然對數
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自然數 e

1. e ≡ lim
n→∞

(1 + 1
n)

n 存在。(請見課堂說明 )

註：e ≈ 2.71828

2. 其他 e 相關極限的形式：
(1) lim

n→∞
(1− 1

n )
n = e−1

(2) lim
x→∞

(1 + 1
x )

x = lim
x→−∞

(1 + 1
x )

x = e

(3) lim
h→0

(1 + h) 1
h = e
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自然指數與對數函數

說明：

以 e 為底的指數函數 ex 稱為自然指數函數。以 e 為底的對

數函數 loge x 稱為自然對數函數。後者通常記為 ln x。

自然對數極限例子：

例： lim
x→1

ln x
x−1 = lim

x→1

ln x−ln 1
x−1 = 1 (見課堂說明)
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