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典型的例子 泰勒定理 常用函數的泰勒展式 L’Hôpital 法則 插值法 定積分的數值逼近 牛頓勘根法

Outline

典型的例子

泰勒定理

常用函數的泰勒展式

L’Hôpital 法則

插值法

定積分的數值逼近

牛頓勘根法
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典型的例子 泰勒定理 常用函數的泰勒展式 L’Hôpital 法則 插值法 定積分的數值逼近 牛頓勘根法

典型的例子：從 1 + x + x2 + · · ·+ xn 談起

由熟知的等比級數：

1

1− x = 1 + x + x2 + · · ·+ xn +
xn+1

1− x

目標式 = 逼近式 (n) + 誤差式 (n)
考慮某定點 b，其中 −1 ≤ b ≤ 0，做 b 到 0 的定積分：

ln(1− b) =
∫ 0

b

1

1− x dx

=

∫ 0

b
(1 + x + x2 + · · ·+ xn) dx +

∫ 0

b

xn+1

1− x dx

3 / 42



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

典型的例子 泰勒定理 常用函數的泰勒展式 L’Hôpital 法則 插值法 定積分的數值逼近 牛頓勘根法

典型的例子：從 1 + x + x2 + · · ·+ xn 談起

誤差式：∫ 0

b

xn+1

1− x dx ≤ 1

n + 2
(見課堂說明。)

令 n → ∞，

ln(1− x) = −(x + x2
2

+ · · ·+ xn+1

n + 1
+ · · · ) − 1 ≤ x ≤ 0

當 x = −1，

ln 2 = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+ · · ·
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典型的例子 泰勒定理 常用函數的泰勒展式 L’Hôpital 法則 插值法 定積分的數值逼近 牛頓勘根法

其他例子

當 x 換成 −x2 時，等比級數為：

1

1 + x2 = 1− x2 + x4 + · · ·+ (−1)nx2n + (−1)n+1 x2(n+1)

1 + x2

考慮定點 b，其中 0 ≤ b < 1，做 0 到 b 定積分：

tan−1 b =

∫ b

0

1

1 + x2 dx

=

∫ b

0
1 − x2 + · · ·+ (−1)nx2n dx +

∫ b

0
(−1)n+1 x2(n+1)

1 + x2 dx

誤差式：∣∣∣∣∣(−1)n+1 x2(n+1)

1 + x2

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2n + 3
(見課堂說明)
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典型的例子 泰勒定理 常用函數的泰勒展式 L’Hôpital 法則 插值法 定積分的數值逼近 牛頓勘根法

其它例子

令 n → ∞ 時，

tan−1 x = x−x3
3
+

x5
5
−· · ·+(−1)n x2n+1

2n + 1
+· · · , −1 ≤ x ≤ 1

當 x = 1 時，

π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− · · ·
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典型的例子 泰勒定理 常用函數的泰勒展式 L’Hôpital 法則 插值法 定積分的數值逼近 牛頓勘根法

泰勒多項式

泰勒多項式：

下式 Pn (x) 稱為 f (x) 在 (x − a) 展開的 n 次泰勒多項式。

Pn (x) = f (a)+ f ′(a)(x− a)+ f ′′(a)
2!

(x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)
n! (x− a)n

若 n → ∞ 時，P (x) 稱為對 x − a 的泰勒展 (開) 式。
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典型的例子 泰勒定理 常用函數的泰勒展式 L’Hôpital 法則 插值法 定積分的數值逼近 牛頓勘根法

泰勒展式-例子

例 1 ：求 f (x) = 1
1−x 在 x = 0 展開的 n 次泰勒多項式。

Pn (x) = 1 + 1 · x + 2

2
x2 + · · ·+ n!

n!x
n = 1 + x + x2 + · · ·+ xn

例 2 求 g (x) = − ln(1− x) 在 x = 0 的 n 次泰勒多項式。

Pn (x) = x+ x 2

2
+ · · ·+ 1

nx n
(
=

∫ x

0
(1 + x + · · ·+ x n−1)dx

)
例 3 求 h (x) = 1

(1−x)2 在 x = 0 的 n 次泰勒多項式。

Pn (x) = 1+2·x+3·x2+· · ·+(n+1)xn (= (1 + x + x2 · · ·+ xn+1) ′
)
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典型的例子 泰勒定理 常用函數的泰勒展式 L’Hôpital 法則 插值法 定積分的數值逼近 牛頓勘根法

泰勒展式-性質
若 f(x) 與 g(x) 在 x = a 的泰勒展式各為
a0 + a1(x − a) + · · ·+ an(x − a)n + · · · 與

b0 + b1(x − a) + · · ·+ bn(x − a)n + · · ·

(1) 函數和 f(x) + g(x) 在 x = a 泰勒展式為
(a0 + b0) + (a1 + b1)(x − a) + · · ·+ (an + bn)(x − a)n + · · ·

(2) 若 f ′(x) = g (x)，則：
b0 = a1, b1 = 2a2, b2 = 3a3 · · · , bn = (n + 1)an+1

(3) 若 f (x) = g ′(x)，則：

b0 = g(a), b1 = a0, b2 =
a1
2
, · · · , bn =

an−1

n
(4) 函數 (x − a)m f (x) 在 x = a 泰勒展式為

(x − a)m
(

a0 + a1(x − a) + · · ·+ an(x − a)n + · · ·
)
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典型的例子 泰勒定理 常用函數的泰勒展式 L’Hôpital 法則 插值法 定積分的數值逼近 牛頓勘根法

泰勒定理

泰勒定理簡述：

主要推廣逼近的想法到所謂的 n 階逼近，即

函數 = n次泰勒多項式+逼近的誤差

泰勒定理：f (x) = Pn (x) + Rn(x)

Pn (x) 是 f (x) 對 x = a 展開的 n 泰勒多項式，其中

Pn (x) =
n∑

k=0

f (k)(a)
k! (x − a)k。

餘項 (誤差) Rn(x) = f n+1(ξ)
(n+1)! (x − a)n+1,ξ介於 x 與 a 之間。
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典型的例子 泰勒定理 常用函數的泰勒展式 L’Hôpital 法則 插值法 定積分的數值逼近 牛頓勘根法

泰勒定理-例子

例： 重訪極值二階測試。

說明：

設 f ′(a) = 0, f ′′(a) ̸= 0 P2(x) = f(a) + f ′(a)
2! (x − a)2 若f ′′(a) > 0，則f (a) 為極小值。

若f ′′(a) < 0，則f (a) 為極大值。
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L’Hôpital 法則

插值法

定積分的數值逼近

牛頓勘根法

13 / 42



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

典型的例子 泰勒定理 常用函數的泰勒展式 L’Hôpital 法則 插值法 定積分的數值逼近 牛頓勘根法

常見函數

常見函數在 x = 0 泰勒展式：
ex = 1 + x + x2

2! +
x3
3! + · · ·+ xn

n! + · · · x ∈ R

sin x = x − x3
3! +

x5
5! − · · ·+ (−1)kx2k+1

(2k+1)! + · · · x ∈ R

cos x = 1− x2
2! +

x4
4! − · · ·+ (−1)kx2k

(2k)! + · · · x ∈ R

14 / 42
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典型的例子 泰勒定理 常用函數的泰勒展式 L’Hôpital 法則 插值法 定積分的數值逼近 牛頓勘根法

常見函數

歐拉公式：

eiπ + 1 = 0，其中 i =
√
−1 為虛數單位。

說明：

eix = 1 + ix + (ix)2
2!

+
(ix)3
3!

+
(ix)4
4!

+
(ix)5
5!

+ · · ·

= 1 + ix − x2
2!

− i x
3

3!
+

x4
4!

+ i x
5

5!

= (1− x2
2!

+
x4
4!

− · · · ) + i(x − x3
3!

+
x5
5!

+ · · · )

= cos x + i sin x

15 / 42
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典型的例子 泰勒定理 常用函數的泰勒展式 L’Hôpital 法則 插值法 定積分的數值逼近 牛頓勘根法

二項式展開

在高中數學中，學過如下的二項式定理：

(1 + x)m = 1 + Cm
1 x + · · ·+ Cm

m−1x m−1 + x m, m ∈ N

性質：

當 −1 < x < 1 時，(1 + x)α = 1 + Cα
1 + · · ·+ Cα

n x n + · · ·

其中 { Cα
0 = 1

Cα
k = α(α−1)···(α−(k−1))

k! , α ∈ R, k ∈ N
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典型的例子 泰勒定理 常用函數的泰勒展式 L’Hôpital 法則 插值法 定積分的數值逼近 牛頓勘根法

二項式展開-例題
例： 求 sin−1 x 在 x = 0 的泰勒展式。

說明：

因為 (sin−1 x) ′ = 1√
1−x2 = (1 + (−x2))−1

2

二項式展開得到：

(1 + x)− 1
2 = 1 + C

−1
2

1 x + C
−1
2

2 x2 + · · ·+ C
−1
2n xn + · · ·

⇒ 1√
1− x2

= 1 + C
−1
2

1 (−x2) + C
−1
2

2 (−x2)2 + · · ·+ C
−1
2n (−x2)n + · · ·

最後

sin−1 x =

∫ x

0

1√
1− x2

dx

得到

sin−1 x = x + x3
6

+
3

40
x5 + 5

112
x7 + · · ·

17 / 42
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典型的例子 泰勒定理 常用函數的泰勒展式 L’Hôpital 法則 插值法 定積分的數值逼近 牛頓勘根法

由泰勒展式計算極限

例 1. lim
x→0

sin x
x = 1

說明：

因為 sin x = x − x 3

3! +
x 5

5! − · · ·

sin x
x = 1− x 2

3!
+

x 4

5!
− · · ·

當 x → 0, sin x
x → 1
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典型的例子 泰勒定理 常用函數的泰勒展式 L’Hôpital 法則 插值法 定積分的數值逼近 牛頓勘根法

由泰勒展式計算極限

例 2. lim
x→1

ln x
x−1 = 1

說明：

因為 ln x = (x − 1)− (x−1)2

2 + (x−1)3

3 − · · ·

ln x
x = 1− (x − 1)

2
+

(x − 1)2

3
− · · ·

當 x → 1, ln x
x−1 → 1
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典型的例子 泰勒定理 常用函數的泰勒展式 L’Hôpital 法則 插值法 定積分的數值逼近 牛頓勘根法

L’Hôpital 法則

定理 (L’Hôpital 法則：0
0
)

若 {
f(a) = f ′(a) = · · · = f(i−1)(a) = 0, f (i)(a) ̸= 0

g (a) = g ′(a) = · · · = g(j−1)(a) = 0, g (j)(a) ̸= 0

則

lim
x→a

f (x)
g (x) =


0, i > j
不存在 (或說∞), i < j
f (i)(a)
g (i)(a) , i = j
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L’Hôpital 法則

定理 (L’Hôpital 法則：0
0
第二型式)

如果 f (a) = g (a) = 0，則 lim
x→a

f (x)
g (x) =

f ′(a)
g ′(a)

已知事實：

當 lim
x→a

f (x) = lim
x→a

g (x) = ∞
(∞
∞ 型

)
或甚至 a 是 ∞ 時，

L’Hôpital 法則也都是對的。
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典型的例子 泰勒定理 常用函數的泰勒展式 L’Hôpital 法則 插值法 定積分的數值逼近 牛頓勘根法

L’Hôpital 法則-例子

例： 重訪 lim
x→0

sin x
x 與 lim

x→1

ln x
x−1

lim
x→0

sin x
x = lim

x→0

(sin x) ′
x ′ = lim

x→0

cos x
1

= 1

lim
x→1

ln x
x − 1

= lim
x→1

(ln x) ′
(x − 1) ′

= lim
x→1

1
x
1
= 1

(其他見課堂。)
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典型的例子 泰勒定理 常用函數的泰勒展式 L’Hôpital 法則 插值法 定積分的數值逼近 牛頓勘根法

插值法

牛頓插值法：

給定 (ai, bi)，i = 1, · · · , n，我們要找到一個 n − 1 次多項式

P (x) 滿足 P(ai) = bi，

(1) 令 P0 (x) = b1，則 P0 (a1) = b1。

(2) 令 P1 (x) = P0 (x) + λ1(x − a1)，希望 P1 (x) 滿足
P1 (a1) = b1 (顯然成立) 與 P1 (a2) = b2，這決定了係數 λ1：

λ1 =
b2−b1
a2−a1。

(3) 再令 P2 (x) = P1 (x) + λ2(x − a1)(x − a2)，則 P2(a1) = b1，
再要求 P2 (a3) = b3，λ2 就被決定了。

重覆上述步驟，最後我們得到 P (x) = Pn−1 (x) 等於

b1 + λ1(x − a1)+ λ2(x − a1)(x − a2) + · · ·+

λn−1(x − a1)(x − a2) · · · (x − an−1)
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典型的例子 泰勒定理 常用函數的泰勒展式 L’Hôpital 法則 插值法 定積分的數值逼近 牛頓勘根法

插值法-誤差估計

性質：

給定 f (x)，若 Pn−1 (x) 是過 (ai, f (ai)) 點的插值多項式，其中
i = 1, · · · , n，不妨假設 a1 < a2 < · · · < an，則

誤差 ≡ f (x)− Pn−1 (x) =
f (n) (ξ)

n (x − a1)(x − a2) · · · (x − an)

其中 min(a1, x) ≤ ξ ≤ max(an, x)

說明：

min{a1, · · · , an} = a，a 是指在從 a1 至 an 中選最小的數。

max{a1, · · · , an} = a，a 是指在從 a1 至 an 中選最大的數。
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插值法-例題

例：

求 ln x 在給定三個點 (2, ln 2), (2.1, ln 2.1), (2.2, ln 2.2) 的二

次插值多項式並估計 2 ≤ x ≤ 2.2 時的誤差。

(ln 2 = 0.6931, ln 2.1 = 0.7419, ln 2.2 = 0.7885)
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插值法-例題說明

由於我們用的是二次插值多項式

y = −0.11(x − 2)(x − 2.1) + 0.488(x − 2) + 0.6931

其誤差為 f ′′′(ξ)
6 (x − 2)(x − 2.1)(x − 2.2)，由於我們已假設

2 ≤ x ≤ 2.2，所以 2 ≤ ξ ≤ 2.2，又

f ′′′(ξ) = 2

ξ2
≤ 1

4

且 |(x− 2)(x− 2.1)(x− 2/2)| 在 [2, 2.2] 上之極大值為 2
√
3

9 · 1
1000。

所以

|誤差| ≤ 1

4
· 1
6
· 2

√
3

9
· 1

1000
≈ 0.000016
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典型的例子 泰勒定理 常用函數的泰勒展式 L’Hôpital 法則 插值法 定積分的數值逼近 牛頓勘根法

定積分逼近-長方形法
由基本的黎曼和，∫ b

a
f (x) dx ≈

n∑
i=1

f (xi−1)∆x

長方形誤差估計

在 xi−1 ≤ x ≤ xi 時，由平均值定理：

f (x)− f (xi−1) = f ′(xi)(x − xi−1) xi−1 ≤ ξ ≤ xi
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定積分逼近-長方形法
如果假設 f (x) 在 [a, b] 上滿足 |f ′(x)| ≤ M1 ，則∣∣第 i 長方形誤差

∣∣ =
∣∣第 i 段定積分−第 i 長方形面積

∣∣
=

∣∣∣(∫ xi

xi−1

f (x) dx
)

− ( f (xi−1)∆x )
∣∣∣

=
∣∣∣(∫ xi

xi−1

f (x) dx
)

−

(∫ xi

xi−1

f (xi−1) dx
)∣∣∣

=
∣∣∣ ∫ xi

xi−1

( f (x)− f (xi−1)) dx
∣∣∣

≤
∫ xi

xi−1

∣∣∣ f (x)− f (xi−1)
∣∣∣ dx

(
|
∫

f dx| ≤
∫

|f | dx
)

=

∫ xi

xi−1

∣∣∣ f ′(ξ)∣∣∣(x − xi−1) dx (平均值定理 )

≤ M1

∫ xi

xi−1

(x − xi−1) dx = M1 ·
(∆x)2

2

31 / 42



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

典型的例子 泰勒定理 常用函數的泰勒展式 L’Hôpital 法則 插值法 定積分的數值逼近 牛頓勘根法

定積分逼近-例題 (長方形法)

例： 計算

∫ 1

0
sin x2 dx。

說明：

因為 (sin x2) ′ = 2x cos x2，在 [0, 1] 上

|(sin x2)′| ≤ 2 · 1 · 1 = 2

取 M1 = 2，若用長方形法逼近此定積分到誤差 ≤ 0.001 的程度，
則

M1

2

(b − a) 2
n =

2

2

1

n ≤ 0.001.

所以 n 至少要 ≤ 1000��。
註：從上面的例子，知道 n 的估計依賴於 M1 的估計。
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定積分逼近-長方形中點法

說明 (第 i 長方形)：

由原來的函數值 f (xi−1) 修改為
f (xi−1)+f (xi)

2 ，所以∫ b

a
f (x) dx ≈

n∑
i=1

(
f (xi−1) + f (xi)

2

)
∆x

誤差估計：

∣∣誤差∣∣ ≤ M1

4
· (b − a)2

n
註：上頁相同的問題，n 只需要 500 即可。
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定積分逼近-梯形法
我們可以用兩種梯形 (如下圖) 來逼近

∫ xi

xi−1

f (x) dx

(甲) 兩端點所形成之梯形。

面積 =
∆x
2

(
f (xi−1) + f (xi)

)
(乙) 用中點的切線所構成之梯形。

面積 = ∆x · f
(xi−1 + xi

2

)

(a) 法 (甲) (b) 法 (乙)
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定積分逼近-梯形法

梯形法 (甲)：

∫ b

a
f (x) dx ≈ ∆x ·

(
f (x0)
2

+
(
f (x1) + · · ·+ f (xn−1)

)
+

f (xn)

2

)

梯形法 (乙) 等於長方形中點法：
∫ b

a
f (x) dx ≈ ∆x ·

( n∑
i=1

f
(xi−1 + xi

2

))
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定積分逼近-梯形法 (甲) 誤差估計
兩端點所形成的梯形就是利用割線去逼近函數，由插值函數之誤
差估計知

f (x)− P1 (x) =
f ′′(ξ)
2

(x − xi−1)(x − xi)

其中

P1 (x) = f (xi−1) +
f (xi)− f (xi−1)

xi − xi−1
(x − xi−1)

假設 |f ′′(x)| ≤ M2，梯形法 (甲) 誤差為∣∣∣∣ ∫ b

a
f (x) dx −∆x

(
f (x0)
2

+
(

f (x1) + · · ·+ f (xn−1)
)
+

f (xn)

2

)∣∣∣∣
≤ M2(b − a) 3

12n2
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定積分逼近-梯形法 (乙) 誤差估計

因為方法 (乙) 用到切線，我們要改用泰勒定理。

f(x) = f
(xi−1 + xi

2

)
+ f ′

(xi−1 + xi
2

)
(x − xi−1 + xi

2
)︸ ︷︷ ︸

P1 (x)

+
f ′′(ξ)
2

(x−xi−1 + xi
2

)2

所以梯形法 (乙) 的誤差為∣∣∣∣ ∫ b

a
f(x) dx −∆x ·

( n∑
i=1

f
(xi−1 + xi

2

))∣∣∣∣ ≤ M2(b − a)3
24n2

註：

梯形法 (乙) 等於長方形中點法，但由上知，長方形中點法比前
述的結果要更精確。
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定積分逼近-Simpson 法

說明：

Simpson 法是利用二次多項式 (拋物線) 去逼近函數的方法，它
不算複雜但又比長方形法與梯形法精確的多，是應用上最常用的

定積分數值逼近法。

設 i 為奇數，在
(
xi−1, f (xi−1)

)
,
(
xi, f (xi)

)
,
(
xi+1.f (xi+1)

)
三點上求

出一條拋物線
(
即 2 階插植多項式P2 (x)去逼近函數f (x)

)
，即∫ xi+1

xi−1

P2 (x) dx =
∆x
3

(
f (xi−1) + 4f (xi) + f (xi+1)

)
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定積分逼近-Simpson 法

當 n 為偶數 2k：∫ b

a
f (x) dx ≈ ∆x

3
·
(

f (x0) + 4 f (x1) + 2 f (x2) + 4f (x3) + · · ·

+2f (xn−2) + 4f (xn−1) + f (xn)

)
(

Simpson 法計算公式
)

Simpson 法誤差估計：
∣∣∣ ∫ b

a
f (x) dx − (S )

∣∣∣ ≤ (b − a)5
n4 · M4

180

註：

在 [a, b] 上，|f (4)(x)| ≤ M4。
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牛頓勘根法

牛頓勘根法：

(1) 找一個起點 x0。
(2) 從 (x0, f (x0)) 作切線 y = f ′(x0)(x − x0) + f (x0) 交 x− 軸於

x1 = x0 − f (x0)
f ′(x0)

(3) 續用此法，得到數列 {xn} 的遞迴關係式：xk+1 = xk − f (xk)
f ′(xk)

註：

1. 牛頓勘根法並非萬能，任找一起點，不見得能找到所需的根；
而且有些函數牛頓法不能用。例如：y = 3

√x。因此先瞭解函數
圖形的模樣，會有很大的幫助。

2. 在實際應用上，在使用勘根定理、牛頓勘根法、下頁性質，
找出合適的起始點。
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牛頓勘根法

性質：

若在 [a, b] 上 f (x) 滿足
(1) f ′(x) · f ′′(x) > 0，即函數圖形遞增凹向上或遞減凹向下。

(2) f (a) · f (b) < 0，即 a,b 間有一根。
則 f (x) 在 a, b 間只有一根。若取 x0 = b 依牛頓勘根法 xk 為遞

減數列且必收斂到此根。

註：

若 (1) 改成 f ′(x) · f ′′(x) < 0，即函數圖形遞減凹向上或遞增凹向
下，取 x0 = a，則 xk 為遞增數列且必收斂到此根。只要根附近
滿足 f ′(x) · f ′′(x) > 0，取「稍微」右邊的起始點即可。同理，當
f ′(x) · f ′′(x) < 0 時，則取「稍微」左邊的點。
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本作品採用創用CC˹姓名標示-非商業性-相同方式分享˼  3.0台灣許
可協議。 
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http://office.microsoft.com/zh-tw/HA010152965.aspx
http://office.microsoft.com/zh-tw/HA010152965.aspx
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